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实 变 函数 论 是 数学 的 一 个 重要 分 支 ， 它 在 现代 数学 的 各 分 
支 中 有 着 广泛 而 深刻 的 应 用 。 高 等 院 校 的 数学 专业 和 其 他 有 关 
专业 都 把 它 作 为 一 门 重要 的 基础 理论 课 。 学 习 这 门 课 的 学 生 ， 
对 它 的 习题 求解 常 感 困难 。 特 别 是 对 其 中 一 些 较 深 较 难 的 题目 ， 
往往 束手无策 ， 望 而 却步 。 初 教 这 门 课 的 教师 ， 也 为 其 中 一 些 
难题 而 复 思 苦 索 ， 花 费 许多 时 间 和 精力 。 因 此 ， 我 们 认为 出 一 
本 实 变 函 数论 的 习题 解答 是 有 益 的 。 对 学 生 可 以 起 一 个 启发 引 
导 作 用 ， 有 助 于 他 们 提高 解 题 能 力 ， 对 教师 可 以 作为 一 个 教学 
参考 材料 ， 有 助 于 他 们 节省 备课 时 间 。 

本 习题 解答 是 我 校 部 份 教师 1978 年 进修 实 变 函数 论 时 ， 在 
个 入 报告 集体 讨论 的 过 程 中 形成 的 。1979 年 曾 整 理 出 一 份 油印 
稿 。 今 年 又 由 李 仲 暂 、 沙 钓 、 张 干 宗 ， 王 维 忠 等 同志 再 次 加 工 
整理 ， 补 充 修订 。 在 这 次 整理 中 ， 参 阅 了 复旦 大 学 教学 系 教师 
进修 班 整理 的 一 份 题解 (油印 稿 )， 吸 取 了 其 中 某 些 题 的 解法 。 

本 习题 解答 以 区 ,II. 那 汤 松 著 k 实 变 函 数论 (修订 本 ) HI. 
题 为 主 ， 包 括 了 该 书 第 一 至 九 章 全 部 习题 ， 并 补充 了 一 定数 量 
的 习题 。 对 有 些 题 还 加 了 附注 说 明 。 题 解 中 所 用 名 词 、 符 号 除 
个 别 〈 如 集合 的 和 、 交 运算 符 改 用 U 、fi) 外 均 与 该 书 一 致 
文中 引用 定理 、 结 论 时 ， 如 无 特别 声明 也 均 指 该 书 有 关 章 节 。 
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第 一 章 J Ж 


жже 集 的 运算 及 其 性 质 ， 势 的 概念 、 可 列 集 与 连续 
统 的 势 及 性 质 ， 势 的 比较 、 集 间 对 等 的 伯 恩 斯 坦 定理 . 


1。 单 调 函数 的 不 连续 点 的 全 体 至 多 为 一 可 列 集 ， 试 证 之 . 
证 不 妨 设 函 数 
у= (ay, (—co<zr< + co) 
为 单调 增加 函数 ,其 间断 点 全 体 记 为 E。 
对 任意 7。 СЕ, rz CE, (z  <z i) 有 
fera —0)</(х,  +0)< (z, — 0)<f(z,) + 0). 
记 д(х)=(/(х,—0), (ж, + 0), 
б(х,)=((х,—0), /(х,+0)). 
Дд )#lló(z 不 相交 。 

分 别 在 д (0). д(х,) 中 任意 取 定 有 理 数 rx,、rx,。 则 
г.р. 对 每 个 z, E ERRE OC), FRE r WEAR 
对 应 于 不 同 的 Zz.。 从 而 E 与 有 理 数 子 集 

Re={r,, | z€ E) 
构成 一 一 对 应 。 而 Re 至 多 可 列 ， 故 E 也 至 多 可 列 。 


- 2。 试 作 (0，1) 与 [0，1] 间 的 一 对 一 的 对 应 。 
证 将 (0，1) 中 的 全 部 有 理 数 排列 为 
.1 。 


Pis Pos eey Ya т", 
而 [0，1] 中 全 体 有 理 数 可 排列 为 


O, 1, Fi, Fas +, Ру се, 


ЕЖЕ АУЛИЕ: 
「 0， х= ғ, 
f(z) = 1， 当 z=ri， 


Fats 当 T=7,, (п`>2), 
tz， 当 Zz 是 (0，1》 中 无 理 数 时 。 


3。 证 明 f = 2°, 


证 记 š 
Е= {f(z)1f(z) 为 [0，1] 上 一 切实 函数 }， 
F=f, 
1) 7>2°, 
设 了 为 [0，1] 中 任 一 子 集 ，9s(z) 为 了 的 特征 函数 。 即 
l, z€E, 
vez) {0 ®Є[0, 11-Е, 


34E,, Е,}9%5[0, 1] FÆ, Е, Е, hf, Фк, (XY) 二 qe, (z), 
记 

М={Е|Ес[0, 11}, 

Ф (фес )|EC[0, 11}. 
ДФУ М ха, Ф=М=2°‚ WPC F, АЙ 

ФЕ, 2°&]. 


2) f<2°。 
对 每 一 f(z )EF， 有 平面 上 一 点 集 
Cy= {(х, u)|u=f( z), ELO, 11} 
与 之 对 应 、 记 
Cr= (C/| fe z) € F). 
则 F 与 CF 对 等 ,Cr = F= f。Cz 为 平面 上 一 切 点 集 全 体 B 的 子 集 ， 
而 B 的 势 为 2。 从 而 有 
f=Cr<2°, 
由 1)、2) 立 知 
1=2°, 
4. 设 4=BU С, 及 =c。 则 B 与 C 中 ， 至 少 有 一 集 的 势 
Жс, 
шж пі. ЖЖ, В<с, C < 之 c。 则 可 推出 矛盾 。 
由 于 筷 =c。 必 存在 4 到 二 维 欧 氏 空 间 E, 间 的 一 一 对 应 9， 
使 
ф(Ау=Е,, 
HERCA, 
ф(а)у=(х, У) СЕ, 
与 之 对 应 。 
车 记 9(B)=U, g(C)= Y. 有 
Е;=Ф(Ау=@Ф(В)\)Ф(Су= ОЦУ, 
BU= B<c, V= C<c, 
设 P 是 Es, 中 点 到 z 轴 X 的 投影 ,P, 是 Es, 中 点 到 y 轴 Y 的 投影 
. 3 ° 


BJ 
Р(х, у) = (z, 0), P,(z, У) = (0, У). 
W Р,(0)= О,, Р, (У) = У, 
有 U.<U<c, V,<V<c. 
m X= Ү=с, 所 以 Us、V, 分 别 为 X*、Y 的 真子 集 。 即 存在 z*， 
使 (z"，0) EUs PEY’ 使 (0，y*) EV,。 从 而 对 任意 u, 
(z*,y) EU， 对 任意 Y?，(7，y*)EV。 这 使 得 
(х', Yy*)EUUV=E,., 
得 出 矛盾 。 
证 法 二 车 了 <c, 证 明 必 有 C =c. 
由 于 A=c， 存 在 二 维 平面 E, 与 4 闻 的 一 一 对 应 ?， 使 
Ф(Е,)=А, 

在 平面 B: F, МІЗ B Йу с) Н Ж. 由 
L.=c, B<c, 知 B 不 能 与 Ls: 上 所 有 点 对 应 即 存 在 一 点 
pxELx， 使 pp:)EB。 从 而 必 有 (px) ЄС. 

iË z # z 轴 上 变化 ,每 条 Ls 上 取 一 个 这 样 的 点 p:, 这 些 p, 0 
全 体 记 为 P。 则 P 与 z 轴 构 成 一 一 对 应 。 便 有 P=c. 而 pCP)CC.。 
则 有 


5。 假 如 fC zx ) 具 有 如 下 的 特性 ， 对 于 每 一 个 z, 有 正 数 6 与 
之 对 应 ， 当 |z 一 zo| < 时 ，f(zZ) 之 1(xo)， 那 末 fCz) 的 函数 值 
的 全 体 至 多 成 一 可 列 集 。 
. 4 °. 


证 ”由 题 设 知 ， 对 任意 zxoE(- оо, оо), ПНТ |] 
А. =(r,,, Ra) 
使 z CA... А. С (z — 0, х,+д), JA HQ 34 z€ A,, 时 有 
1(7) 之 f(To)。 当 Yo 变动 时 ， 记 这 些 有 理 区 间 Ao 的 全 体 为 
У={А„ |х,Є(—оо, о)}, 
X42U2J Н Б НО, Кә, Вр 
U= (G, Ку). 
显然 VCU, IU =a, Айй V<a, 
以 F 记 1(x) 的 函数 值 全 体 的 集合 。 下 面 证 明 F 至 多 可 列 。 
# fC@)=c (zzE(-co，co))， 则 问题 解决 。 
车 FSi) 《zi 二 7,), 则 对 应 地 有 A,, СУ, А,, Є 
V. ЖА, 二 4,,〈 即 两 区 间 不 重合 )。 若 不 然 ，A,, = A,,. 
由 xz。 €A, BIEDS), HT EA, , AKKEDISSE). 
所 以 有 fCz1) = f(zs)。 与 假设 矛盾 。 从 而 必 有 4-, A. H 
可 见 ，F 中 不 同 的 函数 值 对 应 于 V 中 不 同 的 区 间 。 即 与 Y 的 一 
个 子 集 对 等 。 从 而 有 
Е<У<а, 


即 (т) 的 函数 值 全 体 至 多 可 列 。 


6。 在 被 加 集 可 以 相交 的 情形 下 证 明 ，(1) 可 列 个 有 限 集 的 
和 集 是 一 可 列 集 。(2) 可 列 个 势 为 c 的 集 的 和 集 的 势 仍 为 c。 
证 先 说 明 ， 我 们 认为 这 些 定理 中 所 说 的 诸 被 加 集 都 是 不 
同 的 集合 。 即 任意 二 个 集合 之 间 至 少 有 一 个 元 素 不 同 。 
证 明 (1) ВА, (К =1, 2, +) 是 可 列 个 ( 互 不 相同 的 ) 有 限 
. 5 。 


集 。 记 为 
A, = (at), е, ар}, 


A, = (a, ++, айр}, 


和 集 为 S= (ЈА, 

显然 ，S 至 多 可 列 。 因 为 可 按 一 定 顺 序 把 5 的 元 素 排列 起 
来 ， 去 掉 重复 的 ， 猎 下 的 仍 至 多 可 列 。 

再 者 ，5 必 为 无 限 集 、 ERA, SHERE. 不妨 记 之 为 

S={a1, +е, ау}, 

则 S 的 所 有 不 同 子 集 共有 2* 个 ， 是 有 限 个 ， 不 可 能 是 可 列 个 。 
因此 ，5 必 为 无 限 集 。 

由 于 5= ANEEMIA, BISHTA, 


证 明 (2) 设 S = Uz E k=l, 2, …) 的 势 均 为 c， 为 使 
诸 被 加 集 互 不 相交 ， 置 
E, =E, 
Е; =E, - (E, 0: ЈЕ, _,), (к= 2, 3, +=) 
MJ E,, ПЕ, =$, (К, зк.) 


且 仍 有 
5= (ЈЕ, 


кш 


由 Е; =Е,, Е-Е. =с, 知 95= (E, >E} =o。 又 由 于 BC 
k 
Е,(Е=1, 2, ++), ШЕЁ@<ЕЁ,=с, ATAN S= 人 Et 的 势 不 超 
k 


+ 6 >» 


过 可 列 个 互 不 相交 的 势 为 “ 的 集 的 和 集 的 势 。 由 已 证 明 的 结论 
知 5<c。 从 而 S=c。 


7。 证 明 (AN 站 8B)JC=(CAUC)N(BUC)， 且 加 以 推广 。 
证 CAUC) f (ВС) = (АПВ) (АПС) U (BnC)UC= 
(4nB)UC。 
一 般 有 
(Ayu c = П: UC),(A 为 任意 指标 集 )。 


REN 


因为 zE( 门 人)UC<> 对 -- 切 和 4E 八 有 zE A 或 YEC<> 
对 一 切 1EA 有 zEA,UC<>z& [Г\‹А, UO), 


AEA 


8. BA, А,, A,, e У, HAARET 
素 的 全 体 ， 有 无 跟 多 个 4 都 含有 这 种 元 素 。 又 记 4 为 这 样 的 元 
素 的 全 体 ， 只 有 有 限 个 的 4, 不 含 这 种 元 素 ， 证 明 

A=-N Us, А+ 0А. 


证 НЕСАИ, ken, СА, «> 
фп, z€ Ол. = гє ñ Ua. 知 
А-ПА. 
同样 由 ЕСА <=> En, 使 z € А, (>п) <> z€ 


Us, 


Nl k= n 


知 А={)[А.. 


[ 注 ] 对 某 一 集合 序列 {4,}， 常 把 亏 称 为 {4,} 的 上 限 集 ， 
记 为 
А =limA,. 
把 和 4 称 为 {4,} 的 下 限 集 ， 记 为 


A =limA,, 


由 已 证 结果 知 
HmA,= ( (ЈА, 
лечо net kmn 
limA, = Ü Aa. 
т-= ini Б-я 


易 知 limA,—limA,. 
当 ПА, = тА}, EZRA, (这 时 称 集 列 (4,} 收 化 ,可 
以 证 明 单调 集 列 一 定 收 化。 有 
ЖАСА, С. CACA C Ш{А„} К, НА, = 
Ја, 


ЖА, DA, D DA, D An; 1 一 …9 ЛІКА, к, HlimA, Е 


Па. 
车 {4,} 为 任意 集 列 ， 引 入 
G,- JA, F= fA. 


. 8 + 


ШС,2С,.1, ЕСЕР. Ж 


limA, = СС, = im Gn. 
Ег шоо кэе 


limA,= (JF,= їм Fn. 


n=1 


9. ШЖА- (4A,， 互 =c， 则 至 少 有 一 个 4, 的 势 是 c。 
证 иш. РЖ, А.о (n=1，2…)。 可 导致 矛盾 。 
ҒА = c， 则 存在 一 个 4 到 可 列 维 乘积 空间 
В= {(х\, +, ж, ӨӨ |z; 为 实数 ， (ї=1,2, УЗ: 
的 一 一 映照 。 记 为 f(A) = B。 即 对 任意 acEA， 对 应 有 (z:，…， 
Wis …)EB 使 
fla) = (х1 „» 工 КЭ. 
AD =U,，Cn=1，2，…)。 有 


СА) = U KAD = Uu, =В, 
又 记 Х,= (00, =, 0, =, 0, 2) |z 为 实数 } (n=1,2， 
a), Pe, HBP ARX. MAE, $e) СВ, 
Р+„((ху, tp Z ))=(0,+-, 0, Tn, 0, 56 S 
(п=1, 2, 9, 
ја Р„@„у=Ш„ (=1 2, СЭ. 
бу, +, Zo D СО, P. (Gu +з, Fas D) = (0 
=, O, z, 0, D CU,,.. 


显然 Uns, CX,, U,, <й„, 


HT A,.=U,<c (һ=1, 2, э, 
# Tr, 二 元 一 (и=1, 2, *), 
而 志 = c。 所 以 7,- 为 X, 的 真子 集 。 即 存在 ?使 
(0, +, 0, z1, 0, 0) EUn CE=1，2，…)。 
BIHE CGA 
(Eis +з, Zags Liy Dagis =) EUN = 1, 2, Je 
从 而 有 (21, … т, DEL,=B。 
导出 矛盾 . 


10. 证 明 任 一 可 列 集 的 所 有 有 限 子 集 全 体 是 可 列 集 。 
证 设 可 列 集 为 
A= {а,, а, е, G, ©}, 
对 每 个 x， 作 出 {a1; сэ ay 的 所 有 子 集 ; 共有 有 限 个 。 记 为 
B={A,, A,, ыыр 1 A, }. 
Bn BOBBCSHIERESE. WB, Ba. тів | )Б„йЖ 


4 的 全 体 有 限 子 集 。 显 然 , B 是 无 限 集 ， 再 根据 可 列 个 有 限 集 的 
和 集 仍 是 可 列 集 知 B 是 可 列 集 . 即 4 的 全 体 有 限 子 集 是 可 列 集 。 


11。 设 {z,} 为 一 序列 ， 其 中 元 素 彼此 不 同 。 则 它 的 子 序列 


全 体 组 成 势 为 < 的 集 。 
证 记 X={zi，…，zo， ee, 考虑 X 的 子 序列 ， 它 对 应 于 


的 一 个 无 限 子 集 (z. Ta ts Tia e} (k.<k, <--- < 
. 10. 


刀 <…?。 因 此 ， 只 要 证 明 X 的 无 限 子 集 全 体 的 势 是 c 即 可 。 

记 X 的 所 有 子 集 全 体 为 4，X 的 所 有 有 限 子 集 全 体 为 B，X 
的 所 有 无 限 子 集 全 体 为 C， 则 4=BUC， 而 和 =c, B=a, 由 题 
4 的 绪论 立 知 C = с, 


12， 若 对 任意 有 限 个 =，z;，za，…，zo， 存 在 正 数 M， 使 
得 | 习 reo | <M 成 立 ， 试 证 ， 能 使 Cs 0 的 z 的 集 至 多 为 可 
эй. 
证 由 题 设 条 件 知 下 面 的 集合 
А„= (z|fGG)>a, а[>0}, 
A,= (z|f(z)<b, b<0} 
均 为 有 限 集 ， 事 实 上 ， 若 4: 为 无 限 集 ,可 在 其 中 取 可 列 个 点 z ， 
у, е, Za e AMAIE) (i=1, 2, =), S ja> 


imes 


па, цио > f(z) 一 co。 这 与 题 设 条 件 矛 盾 。 这 说 明 4。 
必 为 有 限 集 。 同 样 可 证 4s 亦 为 有 限 集 . 
W А={х|}(ту+=0}, А, = (z|f(z)>2>0), 
A_ = {х|](х)<0). 
则 4=A4,UA-。 只 需 证 明 4, 和 A- 均 至 多 可 列 ， 
W A,=(xz|f(%2)>1), 
А. (|17001), (т=2, 3, =) 


АШ А, = (ЈА, 


°. 11 ° 


由 上 面 所 证 知 诸 4, 均 为 有 限 集 。 从 而 4 = ЈА, 至 多 为 可 
列 集 。 同 样 可 证 4- 亦 至 多 可 列 。 所 以 4 亦 至 多 可 列 。 


18。 设 A,、4, 是 两 个 互 不 相交 的 集 ，B, 和 Bs 也 是 互 不 相 
交 的 集 。 又 设 p 1 与 9 分别 是 4, 到 B, 上 , 4, 到 B, 上 的 一 一 映照 ， 
则 存在 A1U 4 到 BiUB, 上 的 一 一 映照 。 假 如 Ai CA,, ВСВ, 
2:、9，* 意 义 同 前 。 问 是 否 存 在 4: ~ A 到 Bi ~B, 上 的 一 一 映照 ? 
ж ЖА; ПА, = Ф, В, ПВ, = ф, 可 令 
gQ, (z), zGA;, 
Ф;(х), TEA, 
则 9(2) 就 是 A41U A, 到 B11UB, 上 的 一 个 一 一 映照 ， 
ЖА, CA, B,CB,. WJA;,- A 与 BB 之 间 不 一 定 存在 
一 一 上 映照。 例如 ， 
А,={2, 3, +}, BL={3, 4, +}, 
A,=B,={1, 2, =, п, eh 


Фі: т>п+], (п=2, 3, =) 


plz) = | 


P: n>n, (n=l, 2, +) 

Mo EA RB, КЇ —— АЛ, Ф. AAB, Еу — — В, {Ң 
А„-А,={1}, B,— B, = (1, 2}. 

BRA, -A MB, 8, 之 闻 不 存在 任何 一 一 映照 。 


14. 无 限 集 必 含有 无 限 多 个 互 不 相交 的 无 限 真子 集 。 
证 ”由 于 无 限 集 必 含有 可 列子 集 ， 所 以 只 需 对 可 列 无 限 集 
e 12. 


证 明 即 可 。 
设 可 列 无 限 集 
4={al а, +e, G, +), 
作 和 的 子 集 如 下 ， 
Ау={а,|п=2(2#—-1), t=1, 2, +}, 
A,=(a,|n=22(2t—1), t=1, 2, +}, 


А,={а„|п=2*(21—-1), t=1, 2, Y, 


显然 A,Ck=1，2，…) 是 A 的 真子 集 。 且 庄 A 是 互 不 相交 的 。 
ЖЛ, ЩЕ, Sk: hj, А, ПА,, =. MUA, tE 
25021-1) =2* (2t, —1), (k, =k) 
ЖК, >К, A 
2ti~1=2 70.021, = 1). 
XARAB, MAWALA) 《k=1，2，…) 为 4 的 可 列 个 互 不 相交 
的 真子 集 。 


15, WEH Га, b] 区 间 上 右 方 连续 单调 函数 全 体 的 势 是 c。 
又 [a， 妇 上 单调 函数 全 体 的 势 如 何 ? 

证 O [co，b] 上 右 方 连续 的 单调 函数 全 体 的 势 是 c。 

记 E 为 右 方 连续 的 单调 函数 全 体 。 任 取 1(x)EE。 作 

Е, = {f(x) +cijc, 取 一 切实 数 } 

显然 了 =c, ШЕ, СЕ, #11Е2с, 

另 一 方面 ， 对 任意 x) CE, WAER a) 在 有 理 点 上 的 函 

» 73. 


数值 集合 
af = СС), IG), ++, Ты), 0). 
由 fCzx) 的 右 连 续 性 ，fCz) 在 无 理 点 上 的 值 ， 完 全 由 a/ 所 决定 . 
从 而 ay 完全 决定 fz)，E 与 {a/|f(z) EE} 对 等 . mulia) СЕ} 
是 实数 列 全体 的 子 集 。 实 数列 全 体 的 势 是 c。 则 {orlf(z) EE} 的 
势 小 于 等 于 ce。 从 而 知 8<c。 
综 上 所 述 便 有 B=c。 
(2) [a，b] 上 单调 函数 全 体 的 势 为 c<。 
以 F 记 Га, bJ 上 单调 增加 函数 全 体 。 它 包含 右 方 连续 单调 
增加 函数 全 体 。 由 《1) 之 结论 知 后 者 之 势 为 c， 从 而 知 志 >c。 
另 一 方面 ， 对 任意 1 EF， 对 应 有 有 理 点 上 的 函数 值 
(Р), IG.) es FOD o), 
有 理 点 上 的 函数 值 还 可 以 决定 所 有 连续 点 上 的 函数 值 和 无 理 数 
间断 点 处 函数 值 的 左右 极限 。 对 于 无 理 数 间断 点 ， 由 题 1 的 结 
论 可 知 它们 至 多 有 可 列 个 ， 排 列 为 《如 果 间 断 点 有 限 ， 取 有 限 
个 ) 
з Жур жыйы сыы 
相应 地 函数 值 为 
убх), Fa), +, fF), +, 
将 以 下 三 个 数列 
іс), Íra), eeg Кп), 5 
жу Жы E N 
FCE), Fa), “5 fGz,), +, 
НЕ АЭ a=), zo РС), fO), т,, F), 
. 14 • 


ме, IOD, z FG, oO, ЩЕП ары 2р), Н 
显然 不 同 的 对 应 不 同 的 a/, RAFS REKREI, a s 
z,，*…)} 会 R" 的 菜 一 个 子 集 对 等 。 由 于 R=c k Рс, 

综 上 所 述 便 有 F = с, | 


16. В Са, b] НЭ) АЕРГЕ Е Е). 
Ë Е,сс) 33 X Га, OLEM Са) >с 的 点 的 全 体 ，ECc) 为 区 间 
[o，b] 上 使 1(z)>c 的 点 的 全 体 。 证 明 


Е(с) = Ов, (0+4), 
证 一 方面 , 当 7EE(c) 时 ，f1(z)>>c 二 访 存 在 k， 使 得 f(z) 
>е+-+}. 即 lim f, (z)>c +1. => ЖЕМ, 34n> Мі, (х) > 


с. =>гєшїЕ,(о+-)=>гє унае) 


另 一 方面 ， # € 1ш (e+ 着 ) 一 > 存在 b 使 zE 
limE,(c +1) 一 > 存在 N， и>, zE (c+). Һе) 


Der (>Му=5]/(ж) = (0) += G>, 


z€ECo), 
综 上 所 述 便 得 
- 1 
Е‹су= lim E,( c+ >). 
Ов ( k) 


. }5 o 


本 章 内 容 极限 点 、 闭 集 、 开 集 的 概念 及 其 性 质 ; 有 界 开 集 、 
有 界 闭 集 的 结构 定理 ， 波 雷 耳 有 限 复 盖 定 理 ， 点 集 间距 离 的 定 
义 及 有 界 闭 集 的 隔离 性 定理 ， 完 全 集 和 凝聚 点 的 概念 ， 完 全 集 


1。 著 f(7X) 为 闭 区 间 [a,6] 上 所 定义 的 连续 函数 ， 则 对 于 任 
何 实数 c ,满足 (x) 二 c 的 x 的 全 体 成 一 闭 集 。 
证 ЖЕ={х|}(ху>с‚кЄ[а,Ь]}, 只 要 证 车 7, 为 E 的 极限 
ж, BAT C E, 
由 Xo 为 E 的 极限 点 ， 故 有 点 列 ZziE BECn=1,2,…) 满 足 
lim zi =ç, 
又 由 于 诸 X,EECfa,6], 以 及 (7X) 的 连续 性 ， 从 而 有 
12,0220, ro ELa,b], 
以 及 f(z0) = lim f(r)>c. 


这 就 证 明了 z € E, 


2。 每 一 个 闭 集 是 可 列 个 开 集 的 交集 。 
证 BFAA, ME 
G,={zloc， ғ<1) (п=1,2,:-), 


e 16 ° 


其 中 pCx,F) 表 点 x 到 集 F 的 距离 、G, 为 开 集 ， 从 而 只 要 证 
F= Ne. 
事实 上 ， 由 于 对 任意 正 整数 4 有 FcG。 故 有 


另 一 方面 ， 对 任意 ze C Пе. 
х=1 
0<plzo, PLE @=1,2-, 


令 0->co 有 p(zu，F) = 0, 
所 以 zoER (ЕФ). 


这 就 是 说 Nec, 
综 上 所 证 有 “F= 门 G,. 


з. 证明 开 区 间 (o,b) 不 能 表 成 两 两 互 不 相交 的 可 列 个 闭 集 
的 和 集 。 
证 法 一 ， 用 反 证 法 , ШТ, = (o,p) = (ЈЕ, 其 中 {i} 为 两 


. 两 不 交 的 闭 集 列 ,我 们 想法 找到 一 点 zo。 Є a,b), BrE (F, 
从 而 得 出 矛盾 ， 
由 于 lo -Р, аф, (因为 否则 1 为 闭 集 ， 这 不 可 能 ), 故 存在 
z, € F,GJ 22348 

oG, Р,)<--Ф-а), 


• 17 • 


ЖЕ, =F,, Р, ЖР, ,Fs，… 中 第 一 个 满足 上 述 不 等 式 要 求 的 F) 
O (is 之 2)。 由 隔离 性 定理 存在 a, СЕ, ,а, EP, ， 使 pCF, Fh) 
=ю(а,,Ь,) = |6, =a, | <PCF; , т,)<4-(8 -а)у, B а<а, b, 
<6; 记 1 = (qa1,6,)( 当 a <Б, ЭЕ, = (Ы, ,а;)0а,>6,), E 

Ci) hoT, тї, = |b, а, т 

Сй) Е,(1,=ф(1=1,2,--.1,) 

Сй) Фк PAF, „П, Cj=1,2,…), 再 由 41 ,b E Fn ay 
МЕ ОИЛАНИ, НАС 


-U FiNT, = UG, jn, › 


“ О», ч. 
对 了 ЖЯ ЕРИНИ, = Ca, ‚5, )GR (6, ,a,)) 满 足 
ст 1,2 Ts ml, < ml < (b= a) 


GH) 了 ,NPD=p(i=1,2,…i,)， 由 此 并 利用 上 述 结果 
ЛИП, 站 Fj= 6(j=1,2,3,4); 

(iii) ЕЕ; 2) = F/ n I, G =1 yn 5), 仿 上 知 诸 F;'” 为 
互 不 相交 的 闭 集 且 满足 1, = Гю. 


如 此 继续 下 去 得 一 列 开 区 间 1, = = 《4s,b,)( 或 (bn,an T 
(Чу 57 э “DD, mI, «ат, 


(й) 1,7Е;=ф(=1,2,:-,2п), 
Gii) WF =? QI, TA 42 HAR, 
• 18 = 


E 1= Uw", 

这 样 得 到 的 区 间 列 {1,} ДЕ оТ, DDD В.т, 
“0C(n->co)。 由 区 间 套 定理 ， 存 在 一 点 x* ETI, 《n=1, 2,…) H 
2* EI, = (а,Ь), 

下 面 证 明 z* ER。 ERRE E (ЈР, Аит в" Є 
ғ, n >| + Jer, ІТ, 4. ПЕ =ф(1=1, 2, 21) 知 


Т... ПЕ, =ó, 所 以 z" ЄТ, + RAE € Ja>>1) 相 矛盾 ,所 
DEG Џа. 这 就 和 (a,b) = ивана. 

РЖ iBA 260,6), 我 们 证 明 下 述 更 强 结果 : ЖЕ} 
ВТА 内 的 任 一 组 互 不 相交 的 闭 集 列 ， 则 -A 一 UP 的 势 等 于 


连续 统 的 势 c。 从 而 立 知 不 可 能 有 A= UP， {F} 为 不 交 闭 集 
列 。 
取 Fi， 令 au = infF1( 即 F 的 下 确 界 ), b, = 0рЕ,, НЕ, 
HR, Was, bo ЄЎ йз о, 1,-®[а„,5„]5Р,. XTZ 
= (а,а„), А, = (bo,b)( 非 空 ), 则 有 两 种 情况 。 


第 一 种 情况 : wa n (J FiCi=1,2) 中 至 少 有 一 个 空 集 , 不 
妨 设 An Ur,=%, m Д, ПЕ, СА, ПІ, =%, MAA N U F; 


=$, 4- во 41, 因 此 ( 4- Ur)> >т, =c. 问题 得 证 ， 


i=1 


+ 19 。 


第 二 种 情况 ，A4; 站 Ова, 2) 均 不 为 空 集 ,对 А (ї=1, 
2)， 在 Fa ,Fs ДЕН КИГЕН nt: ҖЕП Дф, в 
Жп, =тїп{пї?,п??}>2р0 Җа,а, sbo, bE Р, АМЕ, N A 
=F, Y A, 为 含 于 开 区 间 人 内 的 闭 集 ,对 此 闭 集 仿 上 作出 两 个 
闭 区 间 140Ci=1,2)， 它 们 满足 

Ci) lol, SR ЖУН; 


cii) LU Шә UP= Ол. 


对 在 4 中 控 去 Te OI 后 余下 的 四 个 开 区 间 重 复 上 述 步 
又, 依 此 类 推 , 用 归纳 方法 假设 对 第 N 步 作出 闭 区 间 IN*Ck= 1,2, 
… ,2 入 ) ,它们 满足 : 

Ci) 1,,17°(0ў=1,2,--,2°) n=1,2,…,NN) 互 不 相交 ， 


(й) L [О (Ше]ә)вэ Ús, (因为 ny 宇 N 
n=] е1 i=l i=l 
+1). 


在 开 区 间 A PRAAK, „(= 152.552"; п=1,2, 
…N) 余 下 的 2 ЕБ B] h , ДЕ К At 


UJ FRAZE, AT GHD 与 UP 的 交 也 为 空 集 ， 这 时 


n>N+2 


MEE ERRUZ AFER UJ FRAZ, 重复 上 


述 步骤 得 一 到 列 闭 区 间 {Io, 10), AR 56 4E 0 85 E T 
. 20 » 


知 它 关于 [a,b] 的 余 集 为 非 空 完全 集 ， 又 在 ( 记 ) 中 令 N 一 2 有 
1, [Ú (0 1°) | Us 


т= | 


所 以 集 (a,5) — (Је, 


4。 试 拓 广 隔离 性 定理 于 无 界 集 。 

定理 ” 设 F,,F, 为 两 个 不 交 的 无 界 闭 集 ， 则 存在 开 集 6，， 
GWEC NGC: =¢, HPG, DFG, DF. 

证 法 一 (1)〉 对 任意 71 EF ,显然 有 rx, -2&о(х|,Р,):>0,{: 
FRC., = (210021,2) <), Ф0,= U Ca, BUCH 


x, EFi 

FE, HG, DF.. 

(2) 对 任意 zz EF:, 与 (1) 同 理 可 作 开 集 G, = |) Cx , 清 
JEEG,5F,, 

(3) 证 明 G,、G;, 为 所 求 开 集 ， 由 (1)(2) ЫЯ ЖШС, ПС, 
= 四 即 可 。 

若 不 然 ， 有 zEGnG:, 由 zEG = |1] С. ,存在 x? €F, 
EEG., 同 理 存在 z? EF, 使 得 YEGxo。 所 以 


re tre 
PCT? T2 у<<р(х} ,TI +рбх, zz) <— =y, 


但 另 — Amr +r) =-1-(р(хї,Р,) +р(т},Р,)) 
<E, eg) +р(®ї,л})) = p79 ,22), 由 此 引出 了 矛 


. 21 » 


Ж. НЕС, ПС, = ф. 

证 法 二 АС, = (z|p(z,F,)—p(z,F,)<0),G, = {ziplz, 
F,) =p, F, )>0}, WG, G APR. I 

WKE, HG, G, 的 定义 知 G1 站 Gs = ф, #Ho(z; Е) 
的 连续 函数 ， 从 而 2(z,Fi) ~ p(X,F,) 为 x 的 连续 函数 ， 由 第 一 
EAG, CHRR. RAIER A p (х,Е,) ~ р (z,F,)= 
-plz,P,)<0, 从 而 ?EG1, 所 以 FCG,， 同 理 F, CG. 


s。 证 明明 十 进位 小 数 表 示 [0,1] 中 的 数 时 ， 其 用 不 着 数字 
7 的 一 切 数 成 一 完全 集 。 

证 根据 数 的 十 进位 表示 ， 对 [0，1] 中 任 一 数 z 均 可 表 为 Z 
= 59 10269: E {0,1,7,9}, k= 1, 2, ~) (z 的 这 种 表示 法 不 


一 定 唯 一 ), 而 如 此 表示 的 级 数 立 中 一 上 其 值 都 在 [0,1] 内 。 


то 

记 G 表 示 F0， DERN HETRRR S-E PAnR- 
+a, = 7 的 那些 数 的 全 体 ， 从 而 只 要 证 明 G 关 于 [0,1] АЖ 
pe[0,1] ~ G 为 完全 集 。 | 


作 开 区 间 0。= (Ñ, E) 


人 (也 тутт qon pE ECET s= 
(п= 1,2, Эш a а IRETI 1008 35 ЖЕ, 
显 见 这 些 开 区 间 为 [0，1 中 可 数 无 穷 个 无 公共 端点 的 互 不 
相交 前 开 区 闻 ， 其 内 点 用 十 进位 数 表示 时 至 少 有 一 个 av = 7 ,而 
. 22» 


端点 用 十 进位 数 表示 时 可 使 所 有 a; 头 7。 作 这 些 开 区 间 的 并 Ж 
记 为 U， 则 口 为 开 集 且 根据 完全 集 的 结构 定理 集 U 关 于 50，1] 的 
余 集 为 一 完全 集 ， 从 而 只 要 证 明了 G=U 问 题解 决 。 

由 U0 的 定义 显 见 UCG, 另 一 方面 ， 若 *EG, 从 而 在 x 的 所 有 


可 能 的 十 进位 表示 > -二 -中 均 必 有 一 个 =7, 且 不 妨 设 此 n 为 


满足 等 式 的 最 小 整数 即 41:，… ,a,_1 均 不 等 于 7。 首 先 证 明 下 述 
两 种 情况 不 能 发 生 ，1" а„=0 (m=n+1,n+2,…), 此 时 x 表 
AE (0, .…,-: 的 左 端点 ， 它 有 另 一 十 进位 表示 ， 

之 1 ТУ + >, T ; 

在 此 表示 中 一 切 a, 关 7， 因 此 z 不 可 能 这 种 情况 ，2” а, =7 (т 
=h+1,n+2,…), 此 时 x 表示 6,, .。 ,的 右 端点 ， 它 有 另 一 十 进 
位 表示 


ECAC 

在 此 表示 中 一 切 o, 关 7， 因 此 z 也 不 可 能 是 这 种 情况 。 TA 
xzE6。, 6,_1CU。 综 上 所 证 可 知 G=U。 这 就 证 明了 P= [0，1 
-6 为 完全 集 . 


6。 将 点 集 [0,1] 表 示 为 c 个 无 共同 点 的 完全 集 的 和 集 ( 这 里 
6 为 连续 统 的 势 )， 
为 证 明 此 命题 先 证 皮 亚 诺 定理 ， 
定理 ”在 区 间 [0,13 上 可 选取 两 个 连续 函数 ,使 用 它们 为 坐 
标 所 表示 的 曲线 ， 
。23。 


[= 201) 

(у= уб) 

填 满 单 位 正方 形 [0,1] x 10,17. 
证 先 在 [0,2J 上 作 函 数 


(0<t=<1) 


0 о<<--щ 5 <г<2 
g(t)= кы 
| 1 T< <£ 
【 -3t+5 сас 


再 将 9(t) 以 2 为 周期 延 拓 到 整个 实 轴 有 R 上 即 
g(t +2)= (1), 
从 而 g(t) 为 R 上 的 连续 周期 函数 ， 且 0 志 9Ct) 专 1。 
定义 函数 
N > > 


"=; 


57 (0<#<1) 
y(t) = расани 
由 于 0<g《t)<1， 可 见 上 述 两 级 数 在 R 上 一 致 收敛 ,从 而 2(1)， 
y(t) 有 意义 且 均 为 连续 函数 。 

记 G={(CzCt),y(t))1tEL50,1J} 下 面 证 明 ， 

С=[0,11Х[0,11, 

显然 ， 对 tC[0, 11] 0<х(ї)<1, 0<u(t)<1, 所 以 
GC[0,1Jx [0,1]. 
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其 次 证 [0,13x[0,1CG 即 证 
对 任意 (ac,b)E[0,1]x[0,1-, 存 在 cE [0,1] 使 得 z(cy =a, 
u(c) =b. 
H-F0<a<1,0<b=<1,WH[0,1] Е E u 2354 
= S a, b= b, 
a 2 » 5 » 
а, ,Ь, HORIN 1,2,--), 
作 c = а. ‚ Жос, =0,,с,, =Б„(п=1,2,-). B 


эз -0-=1, HAOS 
下 面 只 要 证 明 ， 
х(су= з абза 260 =й 


п=1 


= 21-1 
исо) = У, 960 -p 


为 此 只 要 证 明 ，9(35c) = c, (k=0,1,…) 因为 ， 这 时 有 
9(3%°°-—®су=с»,„—,=а„,0(3®"'су=с„„ =b, (n=1,2;,:), AI 


21-1 
нт х=, 


F= q 


matti 


a i 
其 中 4=2 之 pre 
= i +1 
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利用 g(t ) 以 2 为 周期 ， 因 此 
gtc) = 8(4,). (k=0,1,2,-.). 


йс, = OHOL 5 Е. г ЯО G'o) 


= 9(0,) =0=с,;,;, 
жс. = 1 有 二 <di<1, 所 以 


9(З*су=д(4й,у=1=с,„\. 
总 之 有 9g(3*c)= c, (k=0,1,2,-:), 
这 样 便 证 明了 曲线 ， 
ее 
у= u(t) 
填 满 了 单位 正方 形 [0,1] x [0,11, 
下 面 证 明 原 题 ， 
对 任意 a E50,1]， 作 Es= {t|zCt)=a;t€[0,1]}, 显 然 , 当 
0 在 [0,1] 中 变化 时 ， 这 些 B 为 个 互 不 相交 的 非 空 集 ， 且 [0,1] 
=(JE. 
ає(0,1] 


由 此 只 要 证 明 E. 为 完全 集 ， 也 就 是 证 明 E,= E¿, H E, HR 
ЕЖ. 
由 于 x Ct) 为 连续 函数 ， 所 以 Be= (|200) = 四 为 闭 集 ， 从 
ТТЕ: СЕ,, 
КЕН ЖИШЕБ„СЕ;/, 
对 任意 iEE。, 有 z(t)=a,0<t,a<1, 由 [0, 1] 中 数 的 二 进 
位 与 三 进位 表示 有 ， 
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0<1<1 


Е 9 
а= У, 125-9 


Жфо<а,,с,<1(6=1,2,:-), 
再 根据 上 述 推理 这 两 个 表示 式 应 满足 : 
a,= g(32i-21) = с,316}=1,2,:-), 


с,; JAn 
# с), =a, e= {~ | G =1,2,-:) 
с; Ј=п 
其 中 c, AA ус, КИЕП 
~ 1 c21=0 
Cs; ИЙ ПЕРС 
t, -252 37 ? 


m 


显然 1,1000) Ні, +t, 而 
\/ Ж Weva) 
00-5 МР 


> 2а Б. Уе, 
由 此 可 见 对 任意 + СЕ,, PEt, CE ta t, t, t(n), 
从 而 1 EEB。 。 所 以 ECE 。 综 上 所 述 有 E。= Bo ， 即 E 为 完全 
集 . 
从 而 将 [0,1] 表 示 为 c 个 互 不 相交 的 完全 集 E. 的 和 ， 


7。 证 明 [0,1] 中 无 理 数 的 全 体 不 可 能 天 示 为 可 列 个 闲 集 之 
和 。 
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证 法 一 ”用 反 证 法 。 若 不 然 ， 设 [为 [0, 1 中 全 体 无 理 数 点 
Ж, TERRIER = (F, BERETE. 

Ж ЖЕҢ ВЕРДЕН С = 1,2,…)。 因 为 对 
IER TEF, 作 z 的 邻 域 U(x,e) = (z - e,r +e), 必 有 有 理 数 +E 
О(х,е),ғЄЕ,;, 因 F; 为 闲 集 , 故 它 的 余 集 G; 全 ( ~ о, Ф оо) - Е, 
为 开 集 ， 从 而 G; = UA, JEPP ЖОМЕ ЖИК, РСС: 
知 存在 6 使 rEoe 取 6=UCz,e) Y 68 为 开 区 间 且 6CUCz,e)， 
而 CnPICGInP =ф, 这 说 明 PiG= 1,2,…) ЮЙ. 

另 一 方面 [0,1] 中 全 体 有 理 数 2 是 可 列 的 ， 故 可 表 为 可 列 个 
单 点 闭 集 (паи, ШО = UJ (ri). AWARA [0，1 就 可 
表 为 可 列 个 阅 的 玻 朗 集 的 和 集 , 这 和 本 章 第 16 题 的 结论 相 矛 盾 。 
因此 [0,1] 中 无 理 数 全 体 不 可 能 天 为 可 列 个 闭 集 的 和 集 。 

证 法 二 ” 先 证 下 述 命题 

可 列 个 在 [0,1] 中 处 处 稠密 的 开 集 (G) 的 交集 [Y G, 9 
为 c。 | 
因为 G, 为 在 [0,1] PARARE, KAT, EG, To 

AT, HEEF EEO: = (а, b, ) G, = 0,1) 满 足 ， Ti Eð; s 
T, CG., mó, <--(ї, =0,1) Ж б\д: = $, RG: Па 为 6 中 
处 处 稠密 开 集 ， ЖЇЗ LARAS, os Zi 1 сё, ПС, J 3F É 8] 
16, = (ап, i 20 =0,139 E Tia Сд, a ‚диз, сс, 8, , 
тд, < -FURS oND =$G,, 1, =0,1). 如 此 继续 下 去 
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EUO g 


得 开 区 间 列 0. i in = (0, ua bi n iv) 满足 : 
Zi ii, CÓiis.i Gn ч. Сё ср С 


1 5 = ы 
тб, а, < Ôi t,o Пд, 120, 


其 中 i ,i,,…,i, =0,1。 
在 上 述 作法 下 ， 对 每 一 组 0,1 序 列 (ii， ‚сә, һе), Яў 
P ЙИ ИЕ д, 20,1, о-о б, оз, ATH ДЕ W8 


а, 门人 2， 显 见 对 不 同 的 0，1 序 列 (让 站，…， 
i, ONERA. RZ= {2 a BDM = c, 


> 


另 一 方面 ， 对 Z 中 任 一 点 Z;,.;,.€ [] 6... , S Пе. 


Nl 


所 以 Zc (|9,00, 1)* 


n=1 


从 而 e= Z< fiece я (е, c, 


下 面 证 明 原 题 ,用 反 证 法 。 荐 1= (Fo FAREA AKH 


Ж, ЦЕРА (0，1) 的 余 集 C.F, 为 含 (0，1) 中 全 体 有 
理 数 的 开 集 即 为 《0，1) 中 处 处 稠密 的 开 集 ， 因 此 (0，1) 一 1= 


门 Cs， 等 式 左边 为 (0，1) 中 有 理 数 集 ， 其 势 为 0， 但 等 式 右 
边 由 前 证 明 可 知 其 势 为 ， 从 而 得 出 矛盾 ， 这 说 明 无 理 数 全 体 
不 能 表 为 可 列 个 闭 集 之 和 。 


8。 试 在 [0，1] 上 定义 一 个 函数 ， 它 在 任 一 有 理 点 不 连续 ， 
ө 29 。 


但 在 任 一 无 理 点 连续 。 
解 一 # > c, 为 一 收敛 正 项 级 数 ， [0, 11 上 全 体 有 理 数 


可 数 ， 故 可 记 为 Q= (rs Fos +з, Fn e} 
对 任意 zxE[0，1]， 定 义 函 数 ， 
іб) = УС, 


这 里 和 式 对 r,<zx 的 那些 n 相应 的 C, 求 和 。 则 fx) 为 C0，1J 上 单 
调 增 函 数 且 在 无 理 点 连续 ， 有 理 点 不 连续 其 跃 度 为 frt,)-~ 
fG,.) = Cna 

ЯЕ, AANER -ia = У) C,>0, И 


ретге 
JG) 为 增 函 数 。 又 记 Е„„={г„|х<т„<у}, > z 3 ш 3k 
Jim E,, =$, MUIE = fz)， 同 样 可 证 1(z 一 0) = f(z) , Br 
以 fz) 在 无 理 点 连续 мт, 时 ， 有 lim Е, =, ,所 
以 f(z+0)-f(z)=C,,， 且 此 时 类 似 亦 可 证 fGe-0)=1CG) 
(=r), AM 
JG;,)- Cra, ) = Ca >0、 
解 二 利用 微 积分 中 熟知 的 黎 曼 函数 ， 


PR [> z= TP q 互 素 正 整 数 ，p 之 q)， 
х) = 


0 ”zx 为 [0，1] 中 无 理 点 ， 
读者 自行 证 明 它 亦 为 所 求 函数 。 


9, 证 明 在 [0，1] 上 不 可 能 定义 一 个 如 下 的 函数 ， 它 在 每 
. 30 。 


一 个 有 理 点 连续 ， 而 在 无 理 点 不 连续 。 
证 法 一 ” 设 (2) 为 定义 在 [0，1] 上 的 任 一 函数， 我 们 

EX: ` 

alf, J) =Supf(z) = inff(z) 
其 中 为 [0，1] 内 任 一 区 间 ， 称 ӨС, J) 为 f(z) 在 J 上 的 振幅 。 
再 定义 ; 

olf, а) = nfo(f, J) 
其 中 下 确 界 是 对 含 a 的 一 切 [0，1] 内 开 区 间 而 取 的 ， 容 易 证 明 
оС}, а):220 且 等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 是 f(z) 在 a 点 连续 。 从 
而 jz) 在 [0，1] 内 不 连续 点 的 全 体 可 表 为 ， 

Е={х|Ф(], x)>0} 


= Ulead >te jE. 
TEMEA НЕЕ, CE = 1, 2, D, 
W = E, 的 任 一 极限 点 ， 我 们 必须 证 明 zE E,， 也 就 是 说 
证 明 o(j，z)> 寺 .为 此 ， 只 要 证 明 对 任 一 含 > 的 开 区 间 了 有 


Qf， 本) > 革 ( 这 是 因为 o(f，z) 为 所 有 这 样 的 Of， DHTH 
界 )。 事 实 上 ， 因 为 开 区 间 J 含 有 BE, 的 极限 点 z， 从 而 ] 必 含 甩 
的 一 点 y， 这 样 有 
о, D>a (f, >t 
这 就 证 明了 EE 为 一 闭 集 (n=1，2，…)。 
景 后 证 明 命 题 。 用 反 证 法 ， 若 不 然 ， 由 上 证 明 可 知 。 对 于 
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这 样 的 函数 有 【= | }Е„ 19070, 1130824, Е, Ж ЕШ 


定义 的 闭 集 , 但 由 第 7 题 这 是 不 可 能 的 ， 故 命题 得 证 。 

证 法 二 只 要 证 明 对 于 任何 在 [0，1] 中 有 理 点 上 连续 的 函 
数 j(z)， 至 少 在 一 个 无 理 点 上 连续 。 

记 (0，、1) 中 有 理 点 全 体 Q = {r r s ro eh, х 


t (n=1, 2, =). агу ri €Q, DEn ER, 


ё, = 
2 


对 ei 存在 0,0, 作 1, = (r1* - 0, ri*+01) 使 得 r, Є, ml, < 


> I, (0, 1), 且 当 x E11 时 有 


[f(x) ~ fr")| <е,› 
ХГ, тр C T,, r,*€Q, АН мру, к, ri’, Bf) 
在 r， 点 连续 ， 故 对 8: 存 在 If, = (0,8 0, r +60,) 使 得 7, , Р, 
r€ 1, Ch, т. Ну 261, 时 有 
lG) -fr |<, 
显 见 上 述 取 法 是 存在 的 。 如 此 继续 下 去 ， 到 第 n 步 取 r,* ELis 
Br," EQ, р," ау, s, Fr i, +, ro CHL- BATES 
个 有 理 数 ， 故 这 是 可 办 到 的 )， 再 由 f(7) 在 r,* 点 连续 , 故 对 e. 存 
El = (т„* — ó,, rn" + д) { т, зе, Fa Yi ve ает; 


3 ， 且 当 z EL, 时 有 


PICE) ~ fr) | <e,. 
НЗ ПХ 200, DDT, DDD, Н т, 
a 32 w 


1,1,1, т1,< 


[ач 


< 去 ->0 ( 当 n 一 oo)， 由 区 间 套 定理 存在 z。€ ГТ, ЕЩЕ 


明 z。 是 无 理 点 且 f(7) 在 x。 点 连续 ， 从 而 命题 得 证 . 
# ze JAA, MWA T=, BASN, HIER T 


r,, € r, 1Н3Х rn =z € П сс 18, 所 以 zu 为 无 理 点 。 


再 证 1《x) 在 z, 的 连续 性 ， 任 给 s>>0， 由 e,—0 (п оо), H 
En < ШР Chis Жж ТР А, 所 以 z. C 1, , 8 


H=, — |x rt, |>0, *4|z-zxz |< 8, |z-r: |< |= 
z. |+ |z =r, | <ô. ЭТ 
Са) = f CE ENF) fr, Dl + |], 0 Со) | 
<2,, KE, 


这 就 证 明了 f(z) 在 无 理 点 7 连续 ， 


10。 证 明 f(z) 为 [a，6] 上 连续 函数 的 充分 必要 条 件 是 对 任 
意 实数 c ， 集 Z{2z|f(7) 之 c} 和 Z{z|1(z)<c} 常 为 闭 集 . 

证 必要 性 由 第 一 题 即 知 ， 

充分 性 ” 若 有 一 点 zo。E€[a，b]，f(z) 在 zo 点 不 连续 ， 从 而 
有 点 列 z,~>zo，zE[a，b]， 使 得 

FEDAC) Hr Ско) nD SEa —<[(х„), 

其 中 "为 某 一 正常 数 。 

ж SaD E) trj), 

取 c=JG@,)+r, 

W (z,)CZí(z|f(z)>c) 
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表 由 Xs->To 以 及 Z{Z11(7) 之 c} 为 闭 集 可 知 XoE€Z1{z|f(7z) 之 
c} 即 f(x。) 之 C， 这 和 fxo)<fCzo)+r=C 相 矛盾。 从 而 (x) 在 
To 点 一 定 连 续 。 

EE, EIO ED- E), HM acA A 
集 的 假设 相 矛 盾 。 


11. 假如 点 集 E 被 开 区 间 集 F 所 复 盖 ， 则 F 中 存在 可 列 部 分 
RERE, 

证 对 任意 EE， 由 假设 存在 开 区 间 A.€ F 使 得 zE A, 因 
Tz 为 A: 内 点 ， 故 有 有 理 数 为 端点 的 区 间 д, = Cr, R.) 0848 z € 
0.CA:。 从 而 区 间 族 {0*} 复 盖 集 E。 即 EC I bs | 

另 一 方面 一 切 以 有 理 数 为 端点 的 区 间 族 的 个 数 为 可 数 个 ， 
而 {6:} 为 它 的 子 集 族 ， 因 此 ，{60:} 中 不 同 的 区 间 最 多 为 可 数 个 
不 妨 设 为 9，9:，…0 9 对 每 个 b 至 少 对 应 一 个 4 使 CE 
F， 对 每 个 n 取 定 一 个 这 样 的 A。， 从 而 F" = {4} 为 的 一 个 可 
数 子 集 ， 且 

Ec UJ ó, = Ü Де Ü. 


næg 


这 就 证 明了 F "为 所 求 的 复 盖 忆 的 FE 的 可 列子 集 。 


12。 证 明 任何 点 集 的 内 点 全 体 成 一 开 集 。 

证 设 F* 为 点 集 F 内 点 的 全 体 ， 则 证 FP" 为 开 集 ， 

对 任意 YEF*， 由 内 点 定义 ， 存 在 z ВИ, = (а, Вс 
F， 作 和 集 G= [L] 1.， 显 见 G 为 开 集 ， 且 F*"CG。 另 一 方面 ,对 任 
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ЖУЄС, PEL., 使 得 y EI, CF， 所 以 y 为 F 内 点 即 u € F°, 也 
就 是 说 GCE"。 综 上 有 FE" =G, GAFE, AMF HFE. 


13。 证 明 在 n 维 空间 中 任意 一 个 开 集 G 均 可 表 成 G= |)? 


(和 式 为 有 限 或 可 数 无 穷 )， 其 中 Do = {z= (eu + 2) | 
б Эсл,<4°@=1, 2, +, N) 且 互 不 相交 。 称 1 为 n 维 空 
间 中 的 半 开 闭 长 方 体 。 

证 仅 就 :=2 的 情形 加 以 证 明 ， 一 般 n 维 空间 的 情形 类 似 
可 证 . 

(1》 用 两 族 平行 直线 

т=ф, +1, +2, ++) у=0, +1, +2, + 

将 平面 分 成 可 数 个 互 不 相交 的 边 长 为 1 的 半 开 闭 正方 形 (lu), 
我 们 取 其 中 完全 含 于 G 的 半 开 闭 正方 形 , WAU), BAEN 
是 互 不 相交 的 ， 且 至 多 为 可 列 个 ,车 这 样 的 吕 ,; 不 存在 取 为 空 
集 . 

(2) 再 作 直线 族 


== v=} G, j=0 +1, +2, =) 


ЖЕЛЕ АЛЕТ TINARIE ERENER AEN 
Ж (a), ВАТ, аф, RIREO ERS T 
G 中 ， 而 不 在 {D0 由 中 的 正方 形 ， 记 为 {Uj}, Z 最 多 也 为 可 列 
个 互 不 相交 正方 形 且 与 {U ii} 互 不 相交 。 
O 依 此 类 推 ， 我 们 作 两 直线 族 
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== u= і. Gi, j=0, +1, +2, =) 

ныи E йр (I, ) 从 其 中 选 出 含 
于 G 中 而 不 在 {0;) б=1, 2, +, п-1) 中 的 正方 形 ， 记 为 
{Un}, 显然 {Dw} 最 多 可 数 , 且 与 {U5} G= 1, 2, e п- 10) 
不 相交 ， 

上 述 所 作 {Uo} 的 全 体 ， 每 一 个 均 为 含 于 G 中 的 半 开 闭 正方 
形 且 互 不 相交 ,其 个 数 景 多 为 可 数 个 。 从 而 可 将 它们 记 为 {15”} 
0Q=1，2，…，m， 这 里 m 可 为 有 穷 或 可 数 无 穷 ). 


CA) ЕЙ G= Г. 


ДСО 0=1, 2, — m B| ice, й— 
方面 ， 对 任意 点 (x，y)EG， 由 于 G 为 开 集 ， 从 而 对 上 述 所 作 
半 开 闭 正方 形 列 (L), 4 n 充分 大 时 ， 必 有 菜 一 йт, v) 
ETIwCG， 由 是 取 满 足 此 性 质 交 最 小 正 整 数 1。， 则 此 时 对 应 的 
Inn 必 为 {U 中 的 一 个 ， 从 而 有 


(2, № EU CUR. 


іа 


所 以 GC |). 这 样 便 有 G= UP. 


14. PA = А1, AD АС), AD = Atm, 
es ЖИЕ ЖА, ЖА (n=1，2，…) 彼 此 互 异 。 
ж а. mel 2 小 
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1 


1 
жен ык» АБВ B ^| 


Е, = ТРЕЕ РРР ЗА пуз, n, =k, к+1:-} 
п, п, 


feg A- (Ја, аваж. 


因为 By = (е-1)0{к-1+ 43 m =k k+l „руз 


1 1 
k—-1+—+ + п ... П = k+ i 
ul 1 ni rn ў nis 9 kel , 1, 


1 


3 
Иһ- 3 


E ={k-1}U = и{к-1+-1-+ үт 
ї 


пу, 5 п. =, k+1, | 


Е = {к-1} 
Et) = $, щик, 
上 式 对 k= 1, 2, … 均 成 立 。 EXE G = 1， 2， …) 中 的 每 一 


个 元 素 都 满足 大 于 或 等 于 1， 而 小 于 或 等 于 k- 14+ 81, 
从 而 小 于 k， 这 样 便 有 
1, 2, ө, k-1€( в)" 
n=0, 1, 2, ыў. (°) 
因为 右边 和 式 中 的 元 素 都 >k。 所 以 
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ADA ={оуш(\)в,) > 
Р 152 
2) 


A2) = (А/)/ = {1 (в) $ 
ë k>8 


, (n) 
А" ={n-1 E А 
{п ИП U, ) 
Сурап К-ТА (>к +1), ПЕ-1Є ЕСА, 
ТДА, AG. e, AP, HERBER PXE, 
ЕЖИЖА'?, AP GS) PRIK АШТ-1ЄАФ,{Н 
i-1€AG, 


15, Ж (O,) 为 闭 区 间 Ca, b] 中 处 处 稠密 的 开 集 ， 证 明 ， 
门 0. 为 rc 器 中 处 处 稠密 集 。 


证 只 要 证 明 [a,b] 中 任 一 开 区 间 L, = (0,8) 中 总 有 点 
z* € По, 
ЊО, Са, ТАЯТ, ЖОП Ь=Ф, НЕ ЭЕ, 
故 有 区 间 六 满足 五 COni ce， 对 石 重复 上 述 步骤 得 开 区 间 1， 
WELCO, nicI， 如 此 继续 下 去 得 一 列 开 区 间 (1) W E, 
I. CO,nI, CI CO=1 2, =) I 
利用 微 积分 中 区 间 套 定理 至 少 存在 一 点 z"E 门 GE 因 不 
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一 定 要 求 m1,>0， 故 点 72' 不 一 定 唯一 )。 所 以 xz* E СОП... 


Со, =1，2，…) 所 以 z*€ (По, пас 门 o。 这 就 


т (Оса, ьо. 


16. ШЕН ЕИ ТАЕ о ГЭ УВ mR. 
证 Е, ЗИКА) = (ЈР, ДВР G=1,2, 
.…) йй, WERF. 

由 于 F ,为 栈 庆 集 ， 在 [a,b] 中 必 有 闭 区 间 工 使 得 TF， = 

Ф. M, РР, Ега, Б АПТЕ Т, а ВД, ВОНГ А, 

ВВТ, СТ, DKI ПЕ, =ф, ЧИЯ, ПЕ, = 由。 继续 这 样 作 

ТВ ЈИ Т.Е. 

Т.С has L0F =$ (ї=1, 2, +, n n=1, 2,+) 

НВ BJ2S E 3 ЕВА ГА Т, ЕЕ с" СК Я) 

满足 


z" € [| T.cta,b), = (Ја = [a,b]. 


i=1 


这 就 导出 了 一 个 矛盾 。 因 此 闭 区 间 [a,b] KIERA TIA 
Жуп. 


17， 设 f(z) 为 定义 在 [0,1] 上 的 连续 函数 ， 作 函数 列 He) 
= hdt, л, 2, «у 5.0) = 0). 证明，(i) 若 存在 
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与 2 无 关 常 数 n 21, —4ДхЄ[0,111{/(®ж)==0, WJ ](т)==0 
对 一 切 x Є[0,11; (ii 若 对 [0,1] 中 每 一 > ， 总 存在 m (7) 宇 1 使 
得 fs(z)= 0， 则 f(z)==0， 对 一 切 xE [0,1] 成 立 。 

证 法 一 ”GD 由 于 f(x) 连续 ， 故 f(7)(n 宇 1) 连 续 可 导 且 f(7) 
= fual), AWE (0) 0, WAS a= a=, 如 此 继续 下 
去 可 得 ; Уа) ог) јх) =0, z€ [0,1], 

Gi) WE = {x| f(z)=0，zE[0,1]}。 由 于 f(z) 的 连续 性 ， 
只 要 证 Bo 在 [0，1 中 处 处 稠密 即 可 。 因 为 ， 若 些 成立， 对 任意 
zE[0，1]， 在 B, 中 存在 zsE BE 使 得 zw->z， 再 由 连续 性 有 f(z) 
= limf(z,) =0. 

为 证 Bu 在 [0，1] 中 稠密 ， 只 要 证 对 于 [0，1] 中 任 一 区 间 
(a，B) 内 都 含有 E, 中 的 点 。 

自 f(x) 的 连续 性 ， 易 知 E。= (210) = 0, хЄ[0, 1]) ЗУ Bi 
集 , 同 理 E,={z|f,(z)=0,2E[0,1]} (n=1,2,，…) 均 为 闭 集 ， 
又 由 假设 条 件 [0， 二 = 到 ,从 而 [a,81= U (E.n te, вт) 


Ü 入 ,所 ,1 为 一 列 闭 集 ， 由 第 16 题 知 :至 少 有 一 个 闭 集 宫 , 在 
0 


[ec，B] 内 不 朴 朗 ， 也 即 存在 开 区 间 (c,，B,)C(c，8) 使 得 En E 
(a1，B,) 内 币 密 ， 这 就 是 说 在 (a1,，B1) 的 一 个 稠密 集 上 有 fn (£) 
=0, 从 而 在 (a1,B;) 上 恒 有 f,,(z)=0, 再 由 (i) 知 在 (41 ,81) 上 恒 有 
f(z)=0， 所 以 在 ((，B) 内 至 少 有 一 点 使 得 f(z) = 0。 这 说 明 B, 在 
[0，1] 内 处 处 稠密 。 
证 法 二 用 反 证 法 ， 若 有 一 点 zs 使 得 f(zo) 了 0， 不 妨 设 
. 40 » 


了 zo) 之 0, 由 连续 性 有 1。= (т, — gz +8), эщхЄ Т] f(z2)>0, 
从 而 f(z) 在 IT, 上 不 恒 为 0，， 故 至 少 有 一 点 z1E1, 使 11(z1) 关 0， 再 
由 f(x) 的 连续 性 ， 存 在 x1 的 邻 域 = [x1 一 04,z1+01]CI 使 得 
对 一 切 zE T 恒 有 f(z) 关 0(i=0，1)， 如 此 继续 下 去 重复 上 述 步 
又 得 区 间 列 {1,} WE pCi 在 I 上 fi(z) 关 0(i=0，1，2，…， 
n)。 从 而 {1} 为 一 列 闭 区 间 套 ， 由 区 间 套 定理 至 少 存在 一 点 


zte Leto, 1]， 对 任 一 整数 4， 由 于 z"E Te 所 以 有 


a= 


1®°)-=0.{Н3ХЯИИ ЖЕШ ЛИ. 


18。 设 4，B 为 非 空 不 交 闭 集 (不 一 定 有 界 )， 试 作 在 实 轴 
R 上 连续 函数 fz) 满 足 ， 0 入 1f(z) 和 1 且 当 zE4,f(z) =0, 当 zEB， 
Ках) =1. 3 ` 

解 ” 记 pz，4) 为 点 z 到 集 4 的 距离 ， 则 po(z，4) 二 0 且 等 号 
当 且 仅 当 zE 4 成 立 。 作 函数 

= p(z, А) 
JG)" G, 有 fp B) | 

首先 证 Ptz，A)+p(z，B)>0， 从 而 ftz) 有 意义 。 事实 上 ， 
车 不 然 有 p(z，4) +p(z，B)= 0， 所 以 p(z，4) = р(х, В) =0, 又 
由 A，B 为 闲 集 可 知 t€ ANB。 这 说 明 ANmB 了 8， 这 和 假设 相 矛 
Ж. | I 

Ekim, А) z Аа. 事实 上 ， 对 任意 7z。 有 
pG, A)< |z, —z| +p(z, А) р(х, A)< |с-х,| +р(х,, А), 
所 以 pG, А) ~ plt A)| < |=, р(х, 4) 为 ?的 Ж 
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› 26(- оо, +оо), 


баж. 

НЕГА) (т, А) +р(т, В) ЗЕ Ж, M 
而 f(z) 为 z 的 连续 函数 。 

最 后 证 f(x) 满足 所 要 求 的 性 质 ， 这 是 显然 的 。 

QE 上 述 结果 可 推广 到 n 个 不 交 闭 集 的 情形。 WA, 
4,，…，44, 为 n 个 互 不 相交 的 闭 集 ， 可 作 一 连续 函数 1(z) 使 得 
Hre A 和 ,时 f(x)=Ci(Ci 为 常数 ，k=1，2，…n)。 ERE, {ЕШ 


数 
全 r€A,, К=1, 2, ·, п, 
f(z) = 5 
C,/p(z, А; КЕ. 
站 人 „кА 
È 1/62, А) 
即 可 。 


19。 设 集 列 {4,} 为 一 非 空 的 闭 集 套 即 A, ƏA,2-.-.3A,Ə 
+ B Ер(Ад2&. sup (2—01 0 (noo), BERZE ПА. 


非 空 且 仅 含 叭 一 点 z。 
证 由 A, 非 空 ， 取 TE Ahn(n=1，2，…)， 则 {Zn} 为 柯 西 基 


本 收敛 点 列 。 事实 上 ， 由 于 4, 汪 Ant1， 所 以 znin€ Arim 忆 An(m 
=0，1i，2，…)。 从 而 
ro 一 ml sup Ir-y = р(А„)->0(п->осо), 
由 极限 存在 的 柯 西 准 则 知 存在 唯一 点 使 得 i。->z(n->co), 又 由 
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4 为 闭 集 立 知 zE А, MTE ЙА. 存在 性 得 证 。 

叭 一 性 ， 

若 另 有 VE [As Е, уЄА(п=1, 2, =), 12-01 
0(А,)-+0, ЦЫ = z， 这 就 证 明了 唯一 性 。 


20。 设 g(7z) 为 [?，b] 上 连续 函数 ， 又 记 E = ({=|=С[а, b], 
存在 t>z 使 9(t)>>g(z)}。 证 明 E 为 开 和 集 且 若 (a:，61) 为 E 的 构成 
KE, WAINI). 

Ж 若 B 为 空 集 ， 问 题 得 证 。 

BEAG, 对 任意 zuE 巨 ， 存 在 1>>ze， 使 得 9(t)>9(zu)， 因 
HIET AER, 故 存在 zu 的 某 一 邻 域 一 当 z 在 此 邻 域 内 变 
Ks Ht>r AIIE) RAE, СЕ, МШЕЉФЖ, Ету 
表 为 构成 区 间 的 和 集 即 E = Us b.) 


下 面 证 9(4,)<9(6,). 

BrE (4a:，b1)， 由 于 g(x) 在 [x。，6] 上 连续 , 故 存 在 一 点 
Zz1E[zo，6] 使 g(x1) 为 9(7) 在 [zo,6] 上 的 极 大 值 , 显 见 x1 EE, 
KARMA >L Ega), RMI) 为 最 大 值 的 假设 
ЖФ. LHC, b DCE, MA b, <z <b, 18h b, EE 知 不 能 
HILI), TjJëg(b,)2g(% i), 0С.) 为 g(x) 在 
[zo bJ 上 的 最 大 值 ， 故 必 有 g b, )=g (z)， 因 此 对 任意 
т, Є(а,, bi), HIEI). Gra, Я) g(x) ЮЕ 
续 性 有 g(a;) 二 9C(b,)。 命 题 得 证 。 
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21. WC[0, 1199Ж ХЖ ГО, 11 上 所 有 连续 函数 集合 ， 
对 C5I0，1J 中 任意 两 函数 z(t)，y(t)， 定 义 距离 ， 
ост, Уу= шаха) ~ yt) 
在 此 距离 意义 下 ， 可 在 CL0，1] 内 类 似 点 集 引 入 极限 点 和 闭 集 
概念 。 对 点 集 B8 C5[0，1]， 作 CL0，1] 中 子 集 
Е = {z(t)]r(t) ECLO, 1], 当 t EBNHz(t) = 0), 
Е = {z(t)|z(t) ЄСГО,1], 4t EBH} | x(t) <a, а>0), 
证 明 ，(i) F 为 闭 集 ; Gi ЕЕЕ ЕВУ 
证 G) ВРТ) ЄР, Воб, х) 0 (n>), W 
ALEF, | 
事实 上 ， 由 X(t) ЄР? EBIC) = 0(п= 1, 2,+), 
RHP z) = max{ |zxn(t) 一 z(t)|}->0 可 知 Z,《t) 在 C0, 11E 
从 而 也 在 B 上 一 致 收 全 于 z(t), .所 以 z(t) ECO, 1), Нз 
t€BB z (1)=limz,(t)=0。 Ж г (t) EF 即 证 明了 F 为 
CE0，1J 中 闲 子 集 。 I 
Gi) 先 证 充分 性 ， 对 任意 连续 函数 zu(t》EEE, 因 了 为 闭 集 ， 
故 存在 一 点 tf € BIRELE Cta Y| = max( |z, (t|) <a, 记 
| r=a- |ж(ї,)|;>0, 
Ех, OAIR: 
Ох, r)= (z|pCGzo, z)<r, ECCO, 11) 
HrEUCI,, r), t€ В 
|zCty|<max|z(t) (4) | + max [2o CEY] <r + 
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+|х„(Ф)| =a, 
所 以 ， 存 在 x。 的 邻 域 U(rz。，r)CE， 故 E 为 开 集 . 
其 次 证 必要 性 。 用 反 证 法 。 若 B 不 是 闭 集 ， 则 至 少 存在 一 
点 te €B, 但 有 tn€ B 使 得 >toCn->00), 这 里 t,,to 均 E50,1]， 
不 妨 设 t。 € (0，1)( 端 点 情形 同样 考虑 )。 作 连续 函数 


l 0<t<t,, 
fo 
m (t)= = 


= 
G 127 t. <1<1. 


显然 zoCt)EC[0，1]， uta mto EB, 故 
当 t EBH |z (t)| < 之 a， 这 说 明 xo《t)EE。 但 对 zo。(t) 的 任意 邻 
域 U(zo，r) = {= |о(т, z ,)<r, z€C[0, 1]} 取 


200) =т,(ї) + 
显 见 z(t)EUCzu，r)， 但 这 时 
z(t,)= a+ 7 >t 


再 由 于 x(t) 是 [0，1] 上 连续 函数 ， 故 存在 to 的 充分 小 邻 域 1 ， 
使 得 当 t ET, 时 ，z(t)>a， 而 to 为 B 的 极限 点 , KEN 中 至 少 
有 一 点 !’ EB 使 z(t’)>>a， 从 而 z(t) СЕ, ЛЕТА, 
得 出 矛盾 。 | 
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第 三 章 可 测 集 


ERAS 直线 上 有 界 点 集 的 勤 贝 格 可 测 及 测度 的 概念 ， 
可 测 集 的 性 质 及 类 型 ， 可 测 性 及 测度 对 于 运动 的 不 变性 ， 较 难 
与 较 易 的 测度 问题 ， 维 他 利 复 盖 定 理 。 


1。 每 一 个 非 空 完全 集 必 含有 一 个 测度 为 零 的 非 空 完 全 子 
#. 

证 法 一 ” 设 C 为 非 空 完全 集 。 若 mC = 0, 则 结论 自然 成 立 。 
下 设 mC =a>>0。 

先 指出 如 下 结论 ， 

非 空 完 全 集 C 的 每 一 点 均 为 C 的 凝 点 。 

事实 上 ， 任 取 一 点 zuEC， 并 任 取 含 zo 的 一 个 区 间 6， 由 于 
To 是 C 的 极限 点 ，6 中 必 有 另 一 点 Zi: EC， 并 可 作出 两 个 区 间 
‚=, 1), 使 

BEd ACO, ma, <TC, B NDE 。 


同 理 ， 又 可 在 0.,Ci= 0，1) 中 取出 相 异 两 点 Z,。，z: EC， 并 相 
应 地 作出 区 间 6;,, (i, = 0, 1), 使 满足 


ma € ó, Ön, So, mó, < u ; 
8, П, = ФС, aF Gs KD), 


这 种 手续 一 直 进行 下 去 ， 便 可 得 点 集 S = {zii,.i,…} 其 中 
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ED, na, 0:6, ЧЫП (ї,=0, 1) 

Юй, $ССПд, HBS=cC, 从 而 知 zo 为 C 的 凝 点 。 

下 证 C 含 有 测度 为 零 的 非 空 完全 子 集 . 

如 能 构造 一 个 测度 为 0 的 不 可 列 闭 集 EcC， 则 E=PUD， 
P 为 非 空 完全 集 。 又 PCECC， 所 以 mP<mE=0， 邑 mP = 0. 
于 是 P 即 合 所 求 。 

下 面 就 来 构造 这 样 的 集 E. 

在 C 中 任 取 两 个 不 同 的 点 c。，z1， 作 两 个 小 区 间 0。，61， 
使 得 zx, Eð z,Có,, H 


由 zo，z! 均 为 C 的 凝 点 ， 可 知 C1 避 与 C6, 均 为 不 可 列 闭 集 , 记 
其 疑点 全 体 分 别 为 P,P; 易 知 PCil = 0,1) 为 非 空 完全 集 旦 


P, cC, mP; б P, P , = ф, 


对 每 个 Pi, 施行 同样 的 手续 ， 得 出 四 个 完 Ф ФР, (G = 
0,13 i=0, 1), WE 


Pi, CP, mP, < <> P, o NP, = $. 


再 对 每 个 Pi, ,, 施行 同样 的 手续 。 如 此 一 直 做 下 去 ， 得 到 一 列 完 
全 集 ， | 

Р, (214) Paa (220), ++, Ре (24), + 
满足 
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Р, ЕА n Pi. z =$ ск рві, ЫИ). 


у р = (Лв, p? = U Pns СЭ 
Gi) 


Ga n) 


(n) = ч 
P™ = Ú Р, Г .. 
G, ig) 


Ж РО РӨ ты aypuy. ° 


а 


тр 2". 2?" 


= n= 1 2, +), 


再 令 в-ро, 


则 E 就 是 我 们 要 构造 的 集合 。 因 为 
ЕСР©” СС, 


mE = lim тр" =1im 2 = 0, 


поо no 2" 
又 由 P'" 均 为 闭 集 ， 知 8 为 闲 集 。 再 因 每 一 个 0 一 1 序列 Gis 
i,, ч: in °°) 所 对 应 的 完全 集 列 ， 
Р; DPi a D0 DP, mip Dee 


决定 一 点 ， 记 为 zx, .1,.。 易 知 E 即 由 所 有 这 种 点 所 组 成 ， 即 
Í 2, а, EPn D Pi, fl ПР, л, П ) 
E= Z, чат 


i,=0, 1, (К=1, +, т) 
由 此 可 知 E 的 势 为 C。 
再 记 B 的 凝 点 全 体 为 P, 则 P 即 为 所 求 的 非 空 堆 测 完 全 子 集 . 


2. 设 A 是 一 个 具有 正 测度 的 可 测 集 ， 则 4 中 必 有 两 点 7 与 
* 48 < 


2!， 此 两 点 间 的 距离 为 一 有 理 数 ， 

证 法 一 ”对 和 4 中 点 进行 分 类 ，z1，7z2 E44， 车 7! 一 5; 为 有 
理 数 ， 则 z: 于 z, 属 同一 类 .和 否则 不 属 同一 类 。 这 样 A 中 所 有 点 
被 分 为 许多 互 不 相交 的 类 KCz1)，K(z,),…。 在 每 一 类 中 任 选 
一 个 点 作为 代表 ， 组 成 集合 B，BCA， 且 8B 为 不 可 测 集 。 

若 4 中 任 二 点 z，2! 之 差 均 不 为 有 理 数 ， 即 A 中 任 二 点 必 属 
不 同类 ， 亦 即 每 类 K(z) 只 含 一 个 点 , Кх) = (z). 于 是 B= 4. 
而 了 不 可 测 ， 此 与 4 可 测 的 假设 相 矛 盾 。 因 此 ， 全 中 至 少 有 两 
ж, Жэ. 

证 法 二 ”不妨 设 4AC[- №, №, №0, 

将 [~ 1，1] 中 所 有 有 理 数 排列 为 ， 

r Fas сеу To 2 
кеф. (х) = z +r,, WPCA) = A.G=1, 2，…)。 由 可 测 性 
及 测度 对 于 运动 的 不 变性 ， 

mA,=mA>0 (n=1, 2e). 
R OMA,CGE-N- 1, N+11, АШ 


Us c[-N-1, N+1] 
假 车 对 任何 n, -mln 二 m) 均 有 A 由 An= 0, К 
2CN+ D>m( Ü A,)= Ута, mAt mA+.. 


此 与 mA 之 0 相 了 矛盾 。 故 必 有 mo， mo (no =M, ) {Ë А„, ПА, #еф, 
设 zE4 NAmo WAT YEA, ## 


Z=7X, 十 1r，= 00 十 joy 
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从 而 ze — Yo =, “in 为 有 理 数 。 


3. 有 界 集 E 为 可 测 的 必要 且 充 分 的 条 件 是 ， 对 任 一 正 数 e， 
存在 着 一 个 闭 集 FCE， 使 m*(E~F)<e。( 瓦 来 一 布 善 的 检验 
法 ) | 

证 ”必要 人 性。 有 界 集 B 可 测 ， 则 mB = m。,E。 由 内 测度 的 定 
义 ， 对 任何 e>0, HEMS FCE, #:mF>mE-°, 从 而 有 
тСЕ ~ F)<e, Эт (Е-Е) <, 

充分 性 。 已 知 对 任 一 ?之 0， 有 闭 集 FCBE， 使 得 

т*(Е-Е)у< е. H 
Е=Р\)(Е-Е), ЕГ (E- Е) = $, 
m*E=<m*F +m*(E— F)<mF+e#=<m,E+ e, 
即 知 0<m*E-m.E<e, 
再 由 e 的 任意 性 ， 即 得 m*E=m。E。 即 知 E 为 可 测 集 。 

[ 注 3 类 似 的 有 如 下 结论 ， 

有 界 集 E 可 测 的 充 要 条 件 是 ， 对 任 一 8 之 0, 恒 有 开 集 G 二 BE， 
#т* (G — Е) <е, 

证 必要 性 易 知 。 下 证 充分 性 。 

由 假设 条 件 ， 对 任 一 自然 数 m， 有 开 集 G, 二 BE， 使 


m*(G,-E)<Ł, $ 
G= Ne. 
kæli 
则 EcGcG, (n=1, 2, +), 
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С-ЕСС„-Е (п=1, 2, ә), 
O<m"(G- В)<т" (9, Е)<-- (= 1,2,0), 


令 n 一 oo， 由 上 式 即 得 m"CG 一 E) =0， 即 知 G-E 可 测 ， 测 度 
为 0。 而 E=G- (GEE) 为 两 可 测 集 之 差 ， 帮 E 可 测 。 


4。 对 于 任 一 有 界 集 E， 存 在 着 两 集 4 与 B，A 是 F, 型 ， n 
GH, пж T'ACECB, mA=m,E, тВ=т*Е, 


证 对 任 一 自然 数 n， 存 在 有 界 闭 集 F, 和 有 界 开 集 G, 满 足 
F.CECG,, 

тЕ„>т„Е-— t 

n 


. 1 
mG, <т E ула 


4 A= U F, B= Aon 


则 A，B 即 合 所 求 。 因 A 为 F, 型 集 ,B 为 G3 型 集 ，ACECB。 又 由 
F.C ACE, G,—BƏE 


有 т.Е>тА>тР,>т.Е- 1, 
т*Е<тВ<тС,„<т*Е + +, 
Фп», ЩИ 


mA=m,E, тВ=т*Е, . 


74 . 5] 。 


5. 假如 4 与 3 是 两 个 无 共同 点 的 可 测 集 ， 那 么 对 任 一 点 
ЖЕ, 
т* (ЕП САП В)) =т* (ЕП А) + т” ЕПВ), 
т.(ЕПХАЦВ)) =m, (ЕПА) +m, (ENB), 
证 由 EnCAUB) = (EnA)U (ЕПВ), 
(EnA)n (ЕП В) =ф, 
有 т'*(ЕП (АЦ Ву) <M (ЕП Ау+т*(ЕП А), 
m*(EN(AUB))>m,(ENA)+m,(ENA). 
因此 剩 下 只 要 证 明 ， 
me*CBEn(AUB))>>meCEnA)+meCEnA)， (1) 
m.(EN(AUB))<m, (ENA)+m,(ENA). (2) 
先 证 (1)。 
对 任 给 的 e 汪 0， 有 开 集 G 汪 EN (AUB)， 使 
mG<m'(EN(AUB)) +e, ; 
由 G5Gn(AUB) = (GN АУП GNB), 
(СП АУП GND = ф, z 
GNADENA, GnBƏEnB, 
有 m*(EN(AUB))+e>mG>m(GN (AUB)) 
=т(СПА) + тС П В)>2т* (ЕПА) + т* (ЕПВ), 
Фе 0 即 得 (1)。 
再 证 (2)。 
对 任意 的 e>>0， 有 闭 集 FCEn AUB), 
使 mF>m.(EN (AUB))-e. 
由 F=FNCAUB)= (РПА) (ЕПВ), 
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(ЕПА) П(ЕПВ) = ф, . 
ЕПАСЕПА, ЕПВСЕПВ, 
有 т.(ЕПКАЦВ)) -а<тЕ = т(ЕПСАЦВ)) 
=т‹(Е[\ Ау + тЕПВ)<т, (ЕПА) + т, (ЕПВ), 
令 e 一 0 即 得 (2)。 


6。 有 界 集 E 为 可 测 的 必要 且 充 分 的 条 件 是 ， 对 任 一 有 界 
ЖА, | 
тА = те САПЕ) + теСА ПСЕ), 
(卡拉 太 屋 独 里 的 检验 法 ) 
证 必要 性 。 
取 一 区 间 4 二 AUB， 则 
А = АГ\А = АП (Е\)С„Е), 
由 于 E，CAaE 可 测 ， 且 互 不 相交 ， 据 题 5 的 结果 得 
т*А=т°*(АП Е)+т* (АП С,Е), ` 
又 由 АПС„Е=АПГССЕ) ПА] = 
= (АГ СЕ) Г\А= А ПСЕ, 
即 得 т"А= т'(АПЕ) +т'(АПСЕ), 
充分 性 。 取 4 为 一 区 间 4 二 BE， 则 有 
IA=Im" (AnE)+PR CAnCE)， 
BI тА= т'Е+т° (C.E), 
又 mA=m,E+m*(C,E), 
从 而 得 出 m*E = m,E， 即 知 E 为 可 测 集 。 
[ 注 1] 类 似 的 可 以 得 出 如 下 结论 ， 
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有 界 集 E 可 测 的 充 要 条 件 为 ， 对 任 一 有 界 集 4， 
m,A=m,(ANE)+m,(ANCE). 


[E2] HARRE, KA 
ES U En ELNE,’ =$ (К==К”^), 


MJ m*E< > т°*ЁЕ,, 


k 


m, E> У m,E,, 
k 


今 问 是 否 确 有 使 等 式 不 成 立 的 情形 ? 回答 是 肯定 的 。 

先 考虑 有 限 个 集合 相 加 的 情形 。 不 妨 考 嘎 两 个 集合 相 加 的 
情形 。 利 用 题 6 和 [ 注 1] 的 结论 可 以 说 明 这 个 问题 

取 E 为 一 不 可 测 集 ,由 题 6 的 结论 可 知 ， 必 存在 有 界 集 4 ， 
使 т*”А,<т*(А, ПЕ) +т'СА, ПСЕ), 

而 А, = (А, ПЕ) ОСА, ПСЕ), 

(А, ПЕ) ПСА, ПСЕ) = Ф, 

又 由 [ 注 1] 的 结论 可 知 ， 必 存在 有 界 集 4,， 使 

mA;>m.(A, NE)+m,(A, NCE), 

而 А, = (А, ПЕ) (A, ПСЕ), 

(А, ПЕ) ПСА, ПСЕ) = ф, 

对 于 无 穷 多 个 集合 相 加 的 情形 ， 利用 那 汤 松 著 < 实 变 函 数 
论 > 中 ch.3. S 6 所 述 的 | - 2, + |P G BU АЯА, 
(=0，1，2，…)(4。= 4)， 可 以 说 明 这 个 问题 。 

ёл т'А,= В>0 (k=0,1,2,."), 

m.A,=a=0 (k=0,1,2,.."), 
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且 诸 人 , 互 不 相交 。 又 
[-+ z]=U4=[-+, 4]. 


由 此 可 推 知 
(07 <3, 
另 一 方面 ， 


> m°* A, = іт nB= +оо, 
ВЯ кн 


故 有 "(Оа)< Хт. 


故 有 т.(\))> mA 
[ 注 3] 但 可 指出 如 下 结论 ， 
对 任 二 集 4,，4，， 若 存在 二 不 相交 的 可 测 集 S,，S,， 合 
SDA, $,5А,, MBA 
тА, ЏА,) = тА, +т?'А,, 
т„(А, ЈА,) = M,A, +т,А, 
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证 利用 题 6 结论 ША-А, UA, Е= 55ү, 并 注意 到 
АПЕ= (А; YANS =A; 
АПСЕ= (А, UA, NCS, = А,, 
便 得 т СА, ОА, ) = тА тА, 
利用 [ 注 1] 的 结论 ， 即 得 
т.(А, ЈА,) = тА, +т,А,, 


利用 归纳 法 可 推 知 ， - 
XER n TEACS, +, п), 车 有 nn 个 互 不 相交 的 可 测 
集 Si(i = 1，.…，n)， 使 得 - 
SDACG=1, +, п), 


йя т(()лА)= тл, 


m,( U А) кы 5 т.А;, 
对 于 可 列 无 限 个 4 的 情形 参阅 题 9 的 [ 注 ]。 
7。 试 作 一 个 具有 正 测度 的 有 界 疏 朗 完全 集 。 


法 一 “在 [0,1] 上 来 构造 这 种 集合 。 
第 一 次 在 [0,1] 中 擅 去 以 二 为 中 心 长 为 二 的 区 间 6= (2, 


1). 余下 两 分 区 间 А, G =0,1) ` 


第 二 次 在 A. C = 0,1D) 中 控 去 以 其 中 点 为 中 心 长 为 二 的 2 
PEH, С, = 0,1)， 余 下 2? 个 闭 区 间 A i Ci i, =0,1), 
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чы 


依 此 往 下 做 。 

第 n 次 在 2 AE А, .1，, G =0,1) 中 挖 去 以 其 中 点 为 
POKAŽE AKH .1，,(i4=0,1)、 余 下 2" 个 闭 区 间 
А, ss 

如 此 一 直 做 下 去 。 

+ oou(We Ju(U ao 

Р=[0,1]-6, 

显然 ， G 为 一 开 集 ， Ó, ди, би, … 即 为 其 构成 区 间 ， 它们 互 
无 公共 端点 ， 且 不 以 0，1 为 端点 。 由 此 可 知 P 为 完全 集 。 又 


о ааз 


从 而 mP=1- T = 20. 
ТОТАР ВЯ, HERERO, 1] 中 任 一 区 间 
Са,В) 中 必 存 在 一 个 不 含 P 的 点 的 开 区 闻 即 可 。 
ШЖ (a,0) 中 有 点 zeEP， 则 存在 一 个 相应 的 0，1 数 列 
Cii, i, з i, <) 使 
žo E A; N ânn NN An a Ny 
再 由 mA nE (51,2) 


可 知 当 n 充 分 大 ， 有 А, ап © (а,в), 从 而 | 
Ôi, CA... „С (a,B), 
而 0;, in 不 含 P 的 点 ,所 以 P 为 朴 朗 集 。 即 知 P 为 一 有 界 正 测 疏 朗 
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完全 集 。 
法 二 “在 [0,1] 上 构造 完全 朴 朗 集 P， 使 PP>1- s，s 是 任 
给 的 小 于 1 的 正 数 ， 
作 和 为 s 的 正 项 级 数 
e=8 +y +: +Ë, T Ml 
将 (0,1) 中 一 切 有 理 数 排 成 
ж 
Hro PAKEA, 
r, Eô Z (0,1), mó <ei, 9 端点 为 无 理 数 。 
记 第 一 个 不 在 6, 中 的 为 rm , 则 ni, 必 在 51 之 外 ,对 ri, 可 作 小 区 间 
д, 使 
т, €ó,C (0, 1), MOKE, 9 端点 为 无 理 数 ， 
HB j,nó,=9. 
记 第 一 个 不 在 6; J ;中 的 ri; 为 fi Wro Ед, 09,2, X} rs 
又 可 作 6。， 使 
т, E6sC(0,1)，m6s<ss，90s 的 端点 为 无 理 数 ， 
Н GN6=$, д,Пд,=ф, 
如 此 一 直 作 下 去 ， 得 到 一 列 不 相 重 登 的 区 间 ， 
Öis 6,, ө, Öns ... 


PAEDR — AT, ô, U…U0 必 会 有 ru „се, U> 
tei 


(п), LUJeicko,D， 且 诸 6, 互 无 公共 端点 ， 与 [0,1] 也 无 公共 
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端点 , Ф 
G= (Ј8,, Р=[0,1]-6. 
k=: 


则 P 为 完全 集 。 又 


mG = У) mà, < Der=e, 


从 而 mP=1-~-mG>1-e>0. 

对 任意 区 间 (4a，B)CE0，1]， 必 有 ri E(x，B), 又 必 有 4 
使 rE6;,， 从 而 06 NCe,B) 是 Co，B) 中 不 含 P 的 点 的 小 区 间 。 
所 以 P 为 疏 朗 集 。 


8。 作 一 个 含 在 [0,1] 中 的 可 测 集 E， 使 它 对 任意 区 间 Ас 

[0,1]， 有 
т(АПЕ);>0, m(ANCE)>0. А 

解 《iD 在 任 一 区 间 〈c;B) 中 ， 对 于 预先 指定 的 数 r(0<r< 
1)， 可 构造 一 个 稠密 开 集 G， 使 mG=r(8-o)。 

首先 在 CD 中 取出 以 其 中 点 为 中 心 长 为 KB- a) 的 区 间 
9(A< 寺 ) ， 再 在 余下 的 两 区 间 4,,A; 中 ， 分 别 取出 以 其 中 点 为 
中 心 长 为 (8 一 a) 的 区 间 6。，61， 再 在 余下 的 四 个 区 BJ Аһ, 
G =0，1; 记 =0，1) 中 分 别 取 出 以 其 中 点 为 中 心 长 为 ia(B- 
“a) 的 区 间 6;,;, ;等 等 ， 如 此 一 直 做 下 去 。 令 G 为 所 有 这 些 取出 
的 区 间 之 和 ， 


G=óU Ú U Ôn sin o 


næg (i esia) 
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显然 6 为 开 集 ，0 与 诸 0:,… 为 其 构成 区 间 。 
mG = mó + > 之 тд,, sn 


n=} (iesin) 
ne- о) 
一 24 ° 


= 3(8- D+ гу" B-a) == 


х 
Ж #= рр 

则 有 тС=г(В8-а), 
当 0<r<1 时 ， оа, 并 由 与 上 题 同 样 的 道理 可 知 ，P= 


[a，B] - G 为 疏 朗 完全 集 ， 从 而 G 在 [wx，p] 中 稠密 ， 
Gi) 在 [0，11 中 构造 出 所 要 求 的 集合 BE。 
对 于 [0，1]， 取 r= 立 ， 按 (i) 作出 相应 的 稠密 开 集 G。， 


тС, =. ВСВ, б, (JA, SOACRE. 
再 对 每 个 69,， 接 (的 做 法 ， 得 出 一 稠密 开 集 G4)， 使 mnG4 = 
(1- г) то, #96, = UCPC, M 

тб; = x mG = (1 -—зу)тб\. 
由 1 为 开 集 ，G = (JOP, OPH жр, RREA 


б, ЖОНН ЭР Ж Gu, g nou = (1- 十 


тд, 并 令 G: = ЈС, 则 


imel 
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"б,-(--Ә@--#)@-4. 


如 此 继续 下 去 ， 得 出 一 列 单调 下 降 的 开 焦 ， 


б„әбүз+ IG 


mG, = [] (1--сууу) @=% 1, =. 


£ = 门 G.。 显 然 E 可 测 ， 且 


i 210321 1 
тЕ= йт т, = П (1 CT 


ciii 证 明 集 E 满 足 题 目 要 求 。 
任 取 开 区 间 ACC0，1]。 易 知 每 一 个 G, 于 [0，1] 中 筒 密 ， 
从 而 可 知 ANEX$ (参阅 第 二 章 题 15)。 设 i*。€EANE， 则 在 每 
一 个 G, 中 有 它 的 一 个 构成 区 间 69 3 ro。 又 易 知 
mö < r0 (п->со), 
故 存在 一 充分 大 的 nu， 使 rz,E 6 СА, в 
б.з NE= ду, n NG 


С n E) = LH (1 -元 mò? 
no 一 1 


| А 1 _1 1 -1 
их П G-a | П 0-5) >? 


k= 0 
可 知 m (090 E)2>0, т NCE)>0, 
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从 而 mCANE)>m(6% [| E)>0, 
MAN CE SmO "NCE)>0., 


9. ЖЕ, СЕ, СЕ,с.-, #Е- (jE, 是 一 有 界 集 , 则 


k==1 


lim m*E,=m`E, 


n -eoo 


证 HE, СЕ, с... CE, C CEER Ж, 可 知 lim mE, fF 
在 ， 且 


lim m'E,<m*E, 
下 证 imm'E,>m'E, 
_ 由 BE 有 界 ， 可 作 开 区 间 A 过 过 刀 。 对 于 每 一 个 也 和 任 给 的 
0， 存在 有 界 开 集 G,， WEG, CA, E 
тС.с„<т*Е„+ё (n=1, 2, Дӣ 


Fen 


А = Ü. 


易 知 E,CA,CA (n=1, 2, +), 
从 而 ЕСАСА ч 
т'Е<тА =1іт mA,., с.) 


XH ACG, (п=1, 2, =), 

有 тА„<тС„<т'*Е„+е (п=1, 2, +), 

从 而 lim mA,<lim m° E,+ 8, 
联系 到 (*) 式 得 知 
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令 А„= Пе, (n=l, 2, з), 


mE<limm’E,+e, 


将由 任意 ， 即 得 


m* E< lim т*Е„, 


总 上 得 知 m'E= lim m*E,, 
[{Ё 171 相应 有 如 下 绪论: 


WELDE, DE; D, E, AR, E= ЦЕ, 


nag 
则 Пітт, Е, =m, B, 
Ж HOFEBIASE,, Hig 
А„=С„Е, (и=1, 2, е, 
则 А, СА, СА, с... СА, 


+ А- ЈА: 
显然 4CA， н 
А = Ú C.E,=C, (À E,) =С„Е, 
由 题 9 结论 知 ü ü 


lim m*A,=m'*A, 
而 т„Е„=тА —m*(C,E,) = тА -т”А,, 
m,E = тА — m* (C,E) = ТА —- m* A, 
所 以 1lim m,E, = т,Е, 
[ 注 2] 利用 题 9 的 结论 可 以 推 知 ， 
(ЈЕ, AIMEREH п ИТ 
kei 
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| "(UE.)- Хт, 


mag m(UE)= тев, 
k= k=l 


10。 凡 能 解答 较 易 测度 问题 的 测度 理论 ， 必 使 有 界 可 列 集 
的 测度 为 零 ， 
证 设 Eo={7,，7X;,，…}，E。CL[L~N,，N]，N 为 一 充分 
大 的 确定 正 数 。 记 
r= zi z(is=j, i, j=l, 2, +), 
易 知 (r) Ар], Ama, EC, 1), a, € (ri), 作 运 动 
@ G)=zr+a, WE =ф,СЕ,), ЮЙ а‚,Є(-1,1),а,Є (ri), 
BHa,wa,, a,-a,€ (ri). (94а, а=, a пр], 可 
知 这 种 a: 可 以 取 到 )。 作 运动 p:(z) =x+a,， 记 5,=9,(E,)， 
如 此 作 下 去 ， 得 到 集 列 {E,} 和 数列 {a;}， 满 足 : 
а,Є(-1, 1), a, € (r; a,-a (ri) (1), 
ф,(2)-2-т+0,, Е, =Ф,(Е,), 
ТЕТУ ВН, MERE АЗ, 
假若 Ei NE, 诗 gk 二 0)， 则 必 有 点 ZE BE， 同时 zEE。， 从 
而 有 
Z= z;+a, = 1, 
即 有 a,==z;- z;= r; 
此 与 0 的 取 法 相 了 矛盾 。 故 必 有 
Е, E =$ (k=0). 
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又 假若 有 B,n Еф Ck 三 1)， 则 必 有 点 2EEi ПЕ, МЕА 
Z= z;+a, = x; + ars 
即 有 а,-а=җ-—ху=ту 
又 得 矛盾 。 故 必 有 
E, ПЕ, =ф (kl). 
今 设 测度 /满足 较 易 测 度 问题 的 三 个 条 件 ， 从 而 上 具有 单调 
性 ， 且 知 k[a，6b] =b5~a。 再 注意 到 
E,C[-N-1, N+1] (k=0, 1, 2, +), 


ÜE ct- (N+, N+1] (n=1, 2, D). 
于 是 对 任何 正 整数 n 有 

(Ù E,)= EEDAN +D. 
再 由 测度 "对 运动 的 不 变性 ; 

HE, = ШЕ, (К=1, 2, +), 
从 而 得 


(n+ 1DE, <2(N +1), 


N 2CN+1) 
即 有 шЕ,< 二 


注意 到 n 可 任意 大 ， 而 N 是 一 确定 正 数 ， 故 必 有 4E, = 0， 


11。 有 界 集 E 可 测 的 充 要 条 件 是 存在 F。 型 集 4CE, т" 
(E-A)=0. | 
证 “充分 性 。 由 mm"(E- A) = ОЕ АГ), 由 A 为 F, 型 集 
知 4 可 测 。 再 由 E = (E-A) UA 可 知 E 可 测 ， 
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DRH. 根据 题 3 结论 ,对 每 一 自然 数 n， 存在 闭 集 P,CB， 
т(Е-Е,)<1, ИЖР, СР, СР, с (ЖЕЛИ UJ F. К 


i=l 


ФР), AWA 
(E—F,)5ƏK<CE-F,)>2Ə(E-F,)2Ə 


m ([\‹Е-к)=ит m(E—F,)=0, 
ФА = (ЈЕ, ДАЖЕ, HR, ACE, 并 由 


E-A=E- Ü F.= [\‹Е-Е) 


可 知 (Е А) = 0, Bl#fm*CE-—- A)= 0, 

CEI 类 伏地 可 以 证 明 如 下 结论 。 

有 界 集 下 可 测 的 充 要 条 件 是 ， 存 在 Cs 型 集 刀 了 E， 使 刀 *( 卫 - 
E)=0, ° 


12, E 8 F.J Ж PLE, m*E=p>0, ЧЕ Jp 
的 正 数 g， 存 在 E 的 子 集 E,， 使 mE, =q, 
证 Га, bJDE, ж ЯУ 
fGz)=m*([a, 1(\Е) G C[a, 61). 
ЮА] уа, b) E ЙЧ ИШ. FTESE, БОЕМ, 
任 取 XE [a，6) 及 任 一 正 数 h (只 要 z+hEfa，6b])， 有 - 
f(T+h) – (2) = т* (Га, z+ h) E)—- т" Са, zJ ПЕ) 
т“ Са, 2] ПЕ) -+m*'([z, 2+0] ПЕ) 
- т" Са, х) E) 
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=т°*([х, т+һҺ]ГЕ)<т[х, r+h]=h, 
从 而 有 lim jG +h) = Ka), 
即 知 了 在 z 处 右 连续 ， 同 理 可 证 ， 对 任 ~x*Ela,，64]，f 在 x 处 
EER., РЕЙН Га, Б] ЕЖ. 
注意 到 f(a) = 0, 06) =р, <a, УЧЕ ХЕ, 
存在 6E (а, b), А0705) = а, B 
т? (Га, 8) ПЕ) =4. _ 
由 此 可 见 集 合 E; = Га, 51 ПЕАТ. 
[ 注 ] 如 E 可 测 ，mE=p>0， 则 结论 是 ， 对 于 任意 的 数 q， 
0<q<p， 存 在 可 测 集 E: CE， 使 mE, = 4。 


13. 设 在 [0， 11 上 有 可 测 集 А,, А,, му Ans 满足 条 件 
SmAi>n- 1, 则 交集 门 4; 必 有 正 测度 。 
=з i=1 

证 记 A=[0，1]， 则 


ПА =с,({)с„л), 
i=l t=1 
m( f л) =1-т (Ücra). 
i=l {-1 
而 т(()с,л)< 2 m (CaAi) = > (1- тА) 


=n- У) тА<п- (п-1) =1, 


所 以 必 有 
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14， 设 可 测 集 4AC[- 1，1]， 且 mA4A>1， 试 证 必 存 在 4 的 
正 测 子 集 关 于 原点 对 称 . 
证 记 E=AN[~-1,0], ЕР= АПГ0, 1]. 
MJA=EUF. RYH) = ~z， 并 记 
E*=9(E), G'=E* NF, С=Ф(С*), 
再 令 B=GUG'. 
则 B MÆR. 
首先 由 作法 可 知 B 关 于 原点 对 称 。 由 G* CF,，GCE( 由 G* 
CE* 可 知 )， 可 知 BCA。 又 由 E*C[0，11],，FC[0, 1]. H. 
тЕ*+тЕ=тЕ+тЕ=т(Е\)Еу=тА;>1, 
根据 题 13 的 结论 (n= 2 的 情形 )， 可 知 
тС" =т(Е* ГҮР) >0, 
又 mG=mG*, 
mB= 2mG">0, 
即 知 时 为 4 的 关于 原点 对 称 的 正 测 子 集 。 


15. 设 A 是 一 个 具有 正 测度 的 线性 可 测 集 ， 则 4 中 必 存 在 
距离 为 无 理 数 的 点 对 。 
证 先 证 结论 ， 具 有 正 测度 的 任何 线性 可 测 集 有 连续 统 的 


ў. 
ЖЕЕ ЕГ, mE=p>0, @ЮЕ<с, TiEE>c, 
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ЖИНГЕ, IER ТЕЕ ЕСЕ, # mF> 
了 -2( 取 s 充 分 小 ， 使 p- 2220), 设 mFE=9q， 由 qg>0 知 闭 集 F 不 可 
Ў]. АЯТЕ = PU D，P 为 完全 集 ，D 至 多 可 列 。 显然 了 为 非 空 完 
ФФ, ШР=с, ТЕОР, Ес, ЈЕ = c, 

UH F 802536 E BE ВЕ А ЕРЕ Ву ЖЭШ ЖЕҢ 
对 。 
s 今 m4>0, А=с, 在 4 中 任 取 一 点 ze。 则 数 集 {lz- rol l 
zEAj} 人 -8 的 势 也 为 c。 因 而 B 中 的 数 |z - z,| 不 可 能 都 是 有 理 
数 。 即 至 少 存在 一 点 zE A， 使 |z - ze | 为 无 理 数 。 


16。 举 出 一 列 可 测 集 {B,}， 含 在 一 个 有 限 区 间 中， 而 且 
lim mE, 存 在 ， {нт (Ши E,) ает (lim Е,). (йш 已 与 lim Е, 分 别 


表 集 列 E.) 的 上 限 集 与 下 限 集 ) 
ий 考察 如 下 集 列 
(= o] (п=1, 3, 5, =), 
Е, = 
l[o, 1+2) G=2, 4, 6, =, 


显然 Е,с(-2, 2) Gm= 1, 2, ·-), 
X. limE,= ñ Uz. 
кк n=] k=n 
1 1 
N (-1- 5» кее) [i 


PIR 
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1 L 
basa 1 +)|=ї- 1, 11, 


њав, = Ú (| E, = (70) = (0), 
所 以 m(lm BE, =2%+т (lim E,) = 0, 


虽然 im ERATE, {mE ЛЕЕ, 
1 


lim mE, = lim (1 +1) =1, 
17, (6) 9988821, вел, Ж 
т (tim E,) «іп нЕ, 
т(бт E,) >lim тВ,, 
жон m= Па, 
m {NE} 1, тоз. баеп, 
m(lim Е, = іт т[Е,, 
XH nz, = z, (п=1, 2, +), 
m( [| Е,)<тЕ, (п=1, 2, +), 
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可 知 lim m( Е.) <lim mE,. 
Nn == 
从 而 па g.) =1im m [| B, -limm NE 
1-5 neo рп пао рел 
<limmE,, 
同样 ， 由 limE,= QUE: 
а п= ретп 
ЈЕ 
m (в, 
从 而 m(lim E.) = lm m ЈЕ, 
又 由 (JEDE, m=1, 2, 5), 
k= 


„(0 в) =т, (n=1, 2, СЭ, 


可 知 lim.m ЈЕ, >т теЕ,, 


к=п 
从 而 „(пв B.) = im ml) E, =lim m E, 
a> re: apos кн чо 


>lim MEn, 
а— = 
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ЖЩ ”可 测 函数 


FEAF 可 测 函数 的 概念 及 其 基本 性 质 。 可 测 函数 列 的 
各 种 收敛 性 ， 儿 了 乎 处 处 收敛 、 度 量 收敛 、 一 致 收 贫 ， 及 它们 之 
间 关 系 的 勤 贝 格 定理 、 黎 斯 定理 及 叶 果 洛 夫 定理 。 最 后 研究 了 
可 测 函 数 的 结构 ， 用 连续 函数 逼近 可 测 函 数 的 波 震 尔 定理 、 重 
金 定理 、 弗 力 许 定理 。 用 多 项 式 函 数 来 通 近 可 测 函数 的 维尔 斯 
特 拉 斯 定理 和 改进 形式 的 波 雷 尔 定理 ,重金 定理 , 弗 力 许 定理 。 


1. Ж Аб) =>), g,z)=>g(), MM 
J.C) + gG) => 00) + 9600), 

证 0020, НЕЯ, 
lim mE (1-72 5) =0 


lim mE (|g,—g| >S) =0 


易 知 EC]f,+g,— (+ 9) |20) 
с g 
| cCE(If,- fl> 5) ОЕ (1д-9|>®), 
对 一 切 自然 数 n ERE. 
所 以 mE +g- (+9) |20) 


< тЕ(|/,-1|> 5) +те(19.-9125) 
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从 而 jim mE(|f,+ g,- (f+9)|>0)=0, 
亦 即 f,+g,=>f+ g. 


2. B fa) =f a), gC) JL 3P AE hb 8 R BJ aT W R, 
Mí 
KOLORS ORON 
证 HERRED нос) Л. РАЖ, WFEERK, 
使 得 
mB(]g| >K <—. 


ХНС) =>), FERARI, Е М-М, 
0)， 使 得 当 n>N 时 
mE(| 所 -fl> 9) <. 
Bm El frg=feg|>0) 
СЕ(191>Ю UE(If,- fl> -к—), 


миоми, A 
~ тЁ(|]4-1°0|>0) 
<тЕ (|g| >K) +тЕ(}},-1|> —) 


е g 
二 + 一 =8 
"mE g 


КЕП f.G) gD => gE, 

5 注 ] 关于 度量 收敛 还 有 下 列 结论 ， 

设 Л.С) ==> 00), 9,00) ==> 900), Рб), бәл ФА 
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有 限 ， 则 有 
(1) (ж) ~ 9,00) => f (1) - g(7), 
(2) |7,62) = 1700) 1, 
(3) fila) ==> f2 (z), 
(4) А02) 9.02) ==> Ј 00) 000), 


证 D HECf-g- (fg)|>0 cE(If -fl> 2) 0 


Е (19-0125) 


ЖЫ, 7, 0 一 >09， 即 可 得 到 


Һ-9„==>1-9. 
(2) H ЕСА ~ 1120) СЕС, - |20) =], 
即 可 得 到 ， 


Са) | => |fGz51_ 
(3) H f.=>0, R B 8 #J J=. B H f - ft = 
Ca- f° 27.00, D, A fa- i=, f 几乎 处 处 有 限 ， 
В С. Р 0, 2f- G, - fy=>0, 
即 可 得 到 
f2-f:—>0, 
或 f= 之 天 
(4) 由 heg- fg 
= (f, - f)* (g,— 9) + felga- 9) + g* (f, — Р 
СО да g) hi gat) 


t+f'(g,~ 9) + g+(f,— Р 
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Б fef, „=>, f. ОЛУРА, Гаи 
= J)? + (g,— g) =>0, 
a= 12 (9—9)? ==>0, 
f: Cg- g) == 0, 
sG- f) =>0. 
ЉС) gE) => ](х),д(ту, 


3。 对 于 王 中 每 一 点 都 趋 于 + ос 的 函数 列 建立 叶 果 洛 夫 定 
理 。 | 
й G) 建立 相应 的 叶 果 洛 夫 定理 ，( 不 妨 将 条 件 放宽 . ) 
设 可 测 函 数列 {/„(х), п=1, 2, =} 在 E 上 几乎 处 处 收敛 
Ф +оо, ШУМЕ ИЮ 020, ЖЕСЕ, m(E- E,)<ó, (f,(z)) 
在 Es 上 一 致 收敛 于 + оо, 
Gi) 给 出 此 定理 的 证 明 。 
令 Р=Е(}„—>+со) 
О=Е-Р 
由 假设 可 知 ，mQ@ = 0。 
取 数 列 ai 人 + ce G=1, 2, 3, +), WA: 
P= ГТА, >а), 


Sl nl ken 


Q= U) UEç, <a), 


i=l пер k= n 


这 种 把 收敛 点 集 用 集合 运算 形式 表示 ， 以 后 还 会 用 到 。 读 
首 从 收敛 点 集 定义 ， 不 难 证 明 这 种 形式 的 正确 性 . 
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W А; = [ )Е(}\<а) 


О= U n U Ecf.<a) 


= U ПА 
imi tel 
H mQ = 0, 
可 知 т[\А: = 0, 
% дА! CAI, 
从 而 lim mA;=0 (ї=1, 2, 3, +J), 


ЯЕ Ят) 10, Н т< +оо, MYRA a, ú Ë 


存在 使 得 
тА: <N; 
对 任 给 6>>0， VALEE, 使 得 
T <ó, 


令 B= n ЕС >а) 
i=ie ken, 


则 m(E~ E,) = m( E- Ú А} ) 


= > mA; = > <ó, 


FMEHEB ЕЛ) ат + со, 
* 76+ 


УНЕМ, і, Ci, ffe, 680, >M. 


对 任 一 XE€ E, = n n ЕС} >а), DA: 


i= k 


zeE 门 Edi>a), 


此 式 表 明 ， 当 k>n, 时 ， 对 一 切 x EE; 恒 有 
(х) >а, >M, 
ти. 的 取 法 与 z 无 关 ， 只 与 M 有 关 。 从 而 立即 得 到 ， 
(СЕЕ Е Ва РСЗ со), 


4。 存 在 以 多 项 式 为 项 的 级 数 pi(z) +р, (х) + ps (z) +… 具 
有 下 列 的 性 质 ， 对 于 在 Га, b] 上 所 定义 的 任何 一 个 连续 函数 
f(x)， 可 以 将 此 级 数 由 项 的 妇 并 (但 不 变更 其 顺序) 使 级 数 


D Гр, +162) ++ кр, ,2)J 在 [a,6] 上 一 致 地 收敛 于 f(x)， 
k=1 


证 对 于 [a，6] 上 的 连续 函数 1(z)， 根 据 维尔 斯 脱 劳 司 定 
理 存在 一 列 多 项 式 {9,(z)} 在 [a，6] 上 一 致 收敛 于 f(x)。 而 对 
于 每 个 g,(7) 又 存在 一 列 有 理 系数 多 项 式 {hi (7)} 一 致 地 收敛 于 
gn(XY)。 从 而 存在 一 列 有 理 系 数 多 项 式 {hi(x)} Га, bJ E—3⁄ 
收敛 于 f(z)。{h:(2)} 取 法 如 下 ， 

设 数 列 {e;} y 0， 对 每 个 8: 宝 0， 必 有 1， 对 一 切 xELa，b] 
EA, 

ig, G) = <E, 
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对 每 个 go CE), DAAC), E Ea, bl, 

恒 有 
lo hi G) KE, G=1, 2, 3, с.) 

£ hæ (G), 

对 任 给 s>0， 必 有 si <s， 从 而 ， 当 ісі, 时 ， 对 一 切 
тра, 518%, 

\һ;(ж) — f€z)| 
<|h,(z) ~ 9,, (z)| + | g,, (х)—](т)у! 
LEKE, KE. 
即 知 {h(x)} 在 [a，bj 上 一 致 收敛 于 f(zX)。 

而 有 理 系 数 多 项 式 全 体 上 只 有 可 列 个 ,不 妨 排 成 p G), 
PCE), Pal), PT), 

由 上 述 可 知 ， 对 任 一 [ae，b] 区 间 上 的 连续 函数 jz)， 必 有 
(Ф, Сх) BJ —4- ЕЭ] {Фа GG) Са, 583 上 一 致 收敛 于 f(z)。 再 
< 

р; (2) = 0 (z) Pa (2) = Фф, (0) – ф(х): 
р(х) = PCE) = Pr- CT), +. 


FE o@, (G)= Урба) 
k—1 
= >, (Ф»,+1(®) + Dry +a (Z) + ee + pr,,, (2)) 
i=0 
于 是 ，{pn,《7)} 在 [a，6] 上 一 致 收敛 于 1(7)， 就 等 价 于 级 
ME (ра аба) +e ри, (200) Га, Б.Е ZAF ICE). 
ї=0 
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由 此 可 知 ， 多 项 式 级 数 
D. CE) +р„(х) + ps (Z) +++ + p,(2) ++, MEPER. 


5。 几 乎 处 处 有 限 的 可 测 函数 列 7 Са), Р Се), о 要 它 度 
量 收敛 的 必要 且 充 分 的 条 件 是 ， 对 于 任何 正 数 a 和 e， 有 如 下 的 
N, n>N, m>N 时 , 
mE( |. |20) <E, 
证 必要 性 。 
由 于 户 一 >1， 对 任 给 定 的 e>>0，o>0， 存 在 N, 当 ">N 时 ， 
mB(| 思 ~ 四 > 5) <> 
又 易 知 ，E(| 刻 -加 |>o)cE(I 思 -四 > 9)U 
g 
UE („—11> 3), 
MECS- 3120) <mE (fil> 2) + 
g 
+mE(|f,— f| > 5) 
从 而 当 n>N，m>>N 时 ， 
mE(]],— fn 220) <е, 


下 面 证 明 充 分 性 ， 
先 找 出 一 个 子 序列 {f ws (z)} 在 E 上 几乎 处 处 收敛 。 


ERAZ w>0, ><] +оо, 


kal 


由 记 设 条 件 可 知 ， 存 在 ui， 使 得 
79+ 


mE( |. = fn, sal >) т 


(k=1, 2, 3, =° 
АШИ n t + co, НД 


тЕ(|7,,,,-1,,| >) < 
Ўр (ЕО, P 

AT К 1 

9- NUE Mhant 120) 


Р=8-0= UNE (Ifa mta l< 


р 1 
< R= JE (lf mfu l>), 
显然 R DR, DDORDR,, IO. 

o= [\к, 
= 1 


因此 mQ= lim mR; 


. т=1, 2, 3, +) 


<lim ZmE[|f,,,, 1, |= 云 ) 
кш PU) 


<lim «> = 


所 以 mQ = 0. 
下 面 证 明 {j,,(z)} 是 P 上 的 收敛 基本 列 . 
记 P= UH), = t |< 
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д 
显然 АСА, СА: 
若 zEP， 必 存在 ie， 使 得 se СА; , C+ 


XHT26e2>0, BA ірі, iir <E, TEAC AT 


рі, m=1, 2, eA 
Ia Dha LA 


SÈ aantal 


<> A Le. 
所 以 ，f，(z) 在 P 上 收敛 于 某 f(z)。 
其 中 fG)=lim f, G) ЄР), 
显然 f. =f. 
于 是 对 任 给 的 ">0，s>0， 存 在 N， 当 mu>N，n>N 时 
тЕ(|],- |> )<-у› 


є 


mE(| f,, - 25) <. 


而 EcIf.-f|>o) 
сЕ(17,-7., 125) UE (Ifa -11>7) 


е 81 ° 


HA, "wn>NBJ, 
mE(|f,—- fl>o)<e, 
Вр fh=f. 


6。 在 波 雷 耳 和 弗 力 许 定理 中 ， 假 设 定义 的 线 节 是 [~ m, 
+ 和 5]， 那 末 在 所 述 的 结果 中 可 以 将 三 角 多 项 式 代替 连续 函数 。 
证 GD (ЕҢ) 设 f(x) 于 B=[ ~ л, л] ЕЛА 
限 可 测 ， 那 末 对 任 给 的 正 数 c 和 s， 有 三 角 多 项 式 T(z)， 使 得 
mE(|f—T|>o)<=e, 
下 面 证 明 此 结论 ， 
由 已 证 的 波 雷 耳 定理 知 ， 对 f(x)， 有 B 上 的 连续 函数 (7) 
满足 ， 
mE(17 一 外 之 三 ) <. 


ЖС лә) = (л), ШС) нЕ ол ЈАНЕ В 
Ж. Жул) бл), НО Ж. С), WE 
PC), тЄ[—л, л- т] 


еа РТ 


TO 
P= m) + 
хЄ(9- 7, z] 


其 中 0<7<2, ATY GO = 8,0-7), 


тЕСў, Spani, 


HORT ДЫН D12229 AMER. M 
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Е(17-0.125) СЕ @ф®фОЕШ(|10#-11>5-) 


从 而 有 теу 12) С 5-е, 


хро) 根据 连续 函数 与 三 角 多 项 式 函 数 之 韶关 系 的 维尔 
斯 特 拉 斯 定理 ， 有 三 角 多 项 式 T(z) 满 足 
|P, (z) — Te] < 


XA ЕСУ-Т|2>0) 
cCE(lI- |>) UE( IW -T|>) 


从 而 тЕ(|}-Ту>оуетЕ(|1-9, |>) 


+ mE( 1р5.) <е+о=е, 


于 是 三 角 多 项 式 T(z) 即 为 所 求 ， 

GD ОВИ) БЛС) Г т, 7x] 几乎 处 处 有 限 可 测 , 则 有 
三 角 多 项 式 序列 {T,《z)} 岂 乎 处 处 收敛 于 f(7X)。 

下 面 证 明 此 结论 。 

取 正 数列 {0,) }0, {e} 10. Хо, е, НОЯ 
三 角 多 项 式 T,(7) 满 足 ， 

mE(|f-—T,|>0") <г„, 

由 此 得 出 T,(2)==>1(z)。 从 而 ， 必 有 {T.《x)} 的 一 个 子 序列 
{Ts,《7)} 儿 乎 处 姓 收 化 于 f(z)。 此 {T,, (7)} 即 为 所 求 。 


?。 可 列 个 可 测 函数 的 上 确 界 是 可 测 函 数 ， 
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证 设 ! 户 (z)} 是 马上 的 可 测 函 数列 ， 记 
ѕир{ },Сх) = f(x) 
对 于 任意 数 4， 
EC(f>0) = E(sup /„;>а) =E( 至 少 一 个 f,>q) 


= UEG, >0) 


由 于 fa G@=1, 2, 3, --) ЖЕЕ ИЙ, EG >а) 是 
可 测 集 。 由 定理 ， 可 列 个 可 测 集 的 和 集 仍 为 可 测 集 . 知 
E(f>o) 是 可 测 集 ， 所 以 ，f(z) 是 可 测 函 数 。 


8。 如 果 对 于 任意 固定 的 n, 当 k->co 时 ,f(x) => Сг), 
má n= 时 ， 有 f(z) 一 之 f(z)， 那 么 ;在 {f(z)} 中 可 以 
选取 函数 列 度量 收敛 于 f(z)， 

证 任 取 二 个 正 数列 {0,}y 0, {En} + 0， 

храп, GPR =>, (k> оо), DE К, 使 得 


тЕ(|у |>) <, 


下 面 证 明 АЈ (УТ) Вр ЭРК. 
对 任 给 2 二 0， o>0, 存在 正 整 数 Ni， n>N, 时 ， о„<@, 
ELE. 


(0125) СЕП о) 
(п>М,) 
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тЕ(|{\о-1'®|>®>)«<тЕ(|у(о- |>) 


<< n>N,) 


XH f =f, MEEN, n>N, hf, 
Elif 7 > E 
тЕ(|]'-1|>->) <. 

取 N=mar(N,, N,), 34n>NBF#8;, 


тЕ(|ү?-/'°?|>—) <> 


mE( f = |>) <= 
而 ЕП 20) (Ip 7° > 人 Ju s(1#-1l 
g 
>25), AW n>N 时 有 
mE(lf-f|26 <+, 
即 =f, 
9。 在 上 题 的 叙述 中 ， 如 果 将 所 有 的 度量 收敛 改 为 普通 的 
收敛 ， 则 所 述 不 成 真理 ， 
证 贝尔 定理 指明 ， 设 f(z) 定 义 在 一 个 完备 集 P 上 , 它 若是 


P 上 一 组 连续 函数 列 #(z) 的 极限 函数 的 必要 且 充 分 的 条 件 是 ， 
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f(z) 在 P 的 每 个 完备 子 集 上 的 连续 点 组 成 该 子 集中 的 一 个 处 处 
稠密 集 。 此 定理 详细 证 明 请 参阅 《 实 变 函 数论 》( 和 鲁 金 ) Ф 
本 ”212 页 至 221 页 ， 
由 此 贝尔 定理 可 知 ， 函 数 : 
Do k. ZE[0， 1] 的 有 理 数 
0 ZEL0，1] 的 无 理 数 

由 于 在 [0，1] 中 点 点 都 不 连续 ， 所 以 ， 它 不 可 能 表示 成 连续 函 
数列 的 极限 函数 ， 


构造 函数 列 
1?(ж) = Ссо5(п/ лх)7** 
Р nis 为 整数 。 
А» | 0 п/х 不 为 整数 。 
JG) = Р(х) | 


由 于 limf?(z) =limCeosçn! z + ZT)]”*， 当 nn/z 为 整数 时 ， 
сов (nizez)?=1, 所 以 ,此 时 limrcos(n! z.z)J*t=1, Hale + 
为 整数 时 [cos(n! xer))? =q<1 

故 limg =0 

即 此 时 limCcos(n/ хел))°*=0 

BA lim fp(z) =f”) ®Є[0, 11, 


对 任 一 zu E[0，1]，zo 为 有 理 数 ， ще, -2, Р, QE% 
о п! 
数 。 当 n>P 时 ， nl z, =н!» Р› 因为 >P， 所 以 互 必 为 整数 
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АП, 34n>P, HJ) f(z.) = 1, 
ERA: 当 zeE[0，1]， 且 为 有 理 数 时 3 
Jimf (ze)=1 
当 z:E[0，10 为 无 理 数 时 ， 由 于 对 任何 4 ，n/ zl 不 会 是 
整数 ( 若 不 然 ， 有 mn ,使 ho! z =Q，@ 是 整数 ， wer T, 
就 变 成 有 理 数 了 ). 
f(z1)=0， 对 一 切 n 成立 . 
limf'"(z,)=0， 7 为 [0，1] 中 无 理 数 。 
所 以 lim f°) (a) = f(x) = Р(х). 
对 任何 固定 的 x，k，[Ccosn/ хел)‘ = fP), 0220,17 
中 的 连续 函数 ， 所 以 ，{f%?Y(z)} 的 任何 子 列 都 不 会 收敛 到 Р(х). 


10。 设 JG) Ж Е- Га, Б) 上 所 定义 的 几乎 处 处 有 限 的 
可 测 函 数 。 那 末 Са, bJ 上 有 如 下 的 单调 减 函 数 g0), 关系 
mE(g>>z) = mE(f>>x) 对 于 任何 实数 成 立 ， 

证 < F(z)=mE(f(t)>z)， 
则 F(z) 具 有 下 述 性 质 ， 

(1) Е(– ço)=b—a, F(+00)=0, 

Gü) F(z) 是 单调 减 函数 ; 

Gii) F(z) 是 右 连 续 的 。 

(GD)(i 是 显 见 的 。 现 验证 性 质 (ii)， 设 给 定 实数 re， 及 实数 
列 {z,}yzo。 于 是 就 有 ， 

E(f(t)>>z,) = E(J(t)>>=,) U E(z,2: f(t)>>m,) 
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因此 mE(f(t)>>z,) = mE(f(t)>>z) + тЕ(т„>](@у>) 
в [\к>/@)>гт)=9. 


所 以 lim mE(z,Z f(t)2>z,) = 0, 


BH lim(F(z;) - F(z.) = 0, 


从 而 可 知 F(z) 是 右 连续 的 。 
0<Е(х)<Ь- а, 
a<a+F(x)<b (—-со<т<+оо), 


t=a+F() 是 单调 不 增 ， 右 连续 的 函数 。 
Н a<t<6. 
令 G(t)=sup(z|a+F(z)>>t)> 
其 中 a<t<b。 
对 任 一 + ECa，b)， {rla +F) EE. 
由 lim (2+Е(0)) = b, 5-17>0, 所 以 存在 zo 当 
z<zo， 就 有 
Ь-(Р(х)+а)<Ь—1 
Вр F(z)+a>t。 Wk(z|[F(z2)+a2>t)#E2, 
其 次 ， 证 明 (z|FG)+a>t) ЖЕЙ. | 
这 由 lim FG)+a=o, t~a>0。 所以， 存在 x!， 当 
r>z, 时 
F@)+a-a<t—-a 
B z>zi 时 F(z)+a<t。 由 此 可 知 ; 若 xE{x|F(z)+6o>t} 
必 有 zx:。 所 以 ， 此 集合 有 上 界 。 故 存在 上 确 界 。G(t) 有 E 
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G(t)=supí(z|F(z)+a>t) 
G(0) 是 单调 不 增 的 函数 ， 这 是 因为 如 果 妇 >t:， 若 z6E 
(zIFG)ra>t,) 必 有 
F(x)+a>t,, Blz€ (z FG)+a>ti;) 
所 以 sup(rz|F(z) +a2>t,Y<sup(r|F(z) +a>t,), 
BJ, 346 之 t; 时 ，G(t1)<G(t,)，G(t) 是 单调 不 增 的 函数 。 
令 A=1{t1G(t)>z} 
现 证 A= [a, F(z)+ a) 
Et, CA, HIG(t,)=sup(z!|F(z/) + a>2>t,) 
知 ， 必 有 z<zi<G(to)， 使 得 
F(z,) +a2>t a, 
但 由 F(z) 单 调 不 增 ， 且 z<zx, 故 有 ， 
t <F(z) + a<F(a) + a, 
即 t  C[a, F@) +a), 
车 t €[a, Е(х) +а) 
ВП t <F(z) +a, 
由 F(z) 是 右 连续 的 ， 所 以 必 有 x1 之 zx， 使 得 F(z1) + a 之 t。， 因此 
GU 22,22, BD, t€A. 
由 此 可 知 
А = [a, F(z)+ a) 
m(t |G(t)>2>z) =m[a, F(z)+ a) 
= F(z) = mE(f(!)>7) 
G(t)=sup(z|F(z) +a>t) 
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即 合乎 所 求 。 
11。 设 1(t) 是 在 B= (а, b) 上 定义 的 几乎 处 处 有 限 的 可 测 
函数 。 那 末 ， 有 了 唯一 的 h 使 两 关系 


5-а 和 当中 >j 时 


mE(f >h)> 


тЕ({>Н)< ZE 都 成 立 。 


证 设 F(x)=mE(f>>x) 
和 前 题 类 似 的 可 以 证 明 它 有 如 下 性 质 ， 
G) F(-—so)=b-a, F(+œ)= 0; 


Gi) F(z) 单 调 非 增 ， 
Gii) F(x) 是 左 连续 的 。 


£ A= {zIF(z)> 2-91 


由 于 FC- соу=НтЁ(ту=5-а, 当 取 е = 206-9), 
必 有 М,<0 存在 ， 当 <M, 


Ь—а-—Е(х)< o-a) 


F> Т ф-а)> 06-9), 


从 而 说 明了 集合 4 是 非 空 的 。 _ 
下 面 证 明 集合 4 有 上 界 ， 且 上 确 界 也 属于 4。 
由 于 lim FG) = 0, И, DEEM, Hr>M, 时 
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в-а \ 
pA . 


即 х2м, cCA; 从 而 说 明 ， 若 zoE4， 则 ze<M4。 Ж 
合 4 是 有 上 界 的 。4 非 空 、 有 上 界 必 有 上 确 界 ， 记 
вир (z) =h 


由 于 j 是 集合 4 的 上 确 界 ， 必 有 znE 4，zn 亿 ， 根 据 FCz) 的 


F(z)< 


` 左 连续 性 就 有 


ЕС) = lim F(z)> жы. 
Р 2 
Ей. h€ A. 
EH>h, МЕ) < 


3。 假 车 不 然 , Ж РСН 


b~a 
2 


, АШНЄА, УВА ЫЙ RATE. DA 
b-a 
=. 

显然 ， 这 样 1 是 唯一 的 。 假 如 ， 有 1, <А, WE, 


т(];>һ,);> 2-а, HH>h, hj, 


F(H)< 


т >Н <S, hh >h, RYA 
m(>h <, 决 不 会 再 有 
mah) TE. ARRE. 
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12. {Ў.с ЕЛАВЕ БИЙИГИ Ба 3221], ЗЕН. АС? 
=> fa), ХИС) ЗЕҢ E J E KA, ДОС) 一 > 
g(f@)). 

证 由 于 f(x) 几乎 处 处 有 限 ， 且 f, 一 >f， 对 任 给 的 2 之 0， 
6>0, VAN Kn FE, E: n>n hf, 


m] z Псом, т 


т} z ASN} < Ts 
g(x) 在 [~N。，N。] 上 连续 ， 由 维尔 斯 特 拉 斯 定理 知 。 存 
在 多 项 式 p(x)， 使 得 : 
1962) -р(2)1< + 
对 一 切 zE[- No No] 都 成 立 。 
记 B= (|С Му EEIN). 
CIAOO 20) 
[Са | No} U (1б) >} 
ОВ, П (z ||gC(f.Gz)) ~ IG) |>0} 


с{# 


下 面 就 来 估计 mCE,N ( IGED – 901 С) >д}). 
由 于 一 >f， 所 以 [f(z)]* 一 > [f(z)]*。 利 用 依 测度 收 
化 的 基本 性 质 ， 知 
Р(ў,.(х)) => P(f(z)) 
ЖЇЙПШ јео, 0220, п, Е, митин, 


ó E 
m(z | PE) -POED 2, 
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当 zEE。 时， |f,C7)|<N,, IfG)| <N, 
从 而 有 : 
ó 
[IGED -PEDI 7» 


д 
IGED ~ РСС) < + 


由 此 可 知 ， 
ENt 219.622 ~ -PED |> Оф 


EN{ = |916) – РСС) 12 с} =ó 
而 Е.П ®||д(/„(ж))-д07(х))| >ð) 


д 
c (z, n( z |LED) —Р(],„(х))|> =)) U 


U (E, N { ІРО) =P) > 23) UJ 


ô 
U (в.п |10762) -PUDS +) 

ô 

a 


=E,n(=|IPCf, (z)) - РСС) 12). 


щи>тат{па, ni} 时 ， 
m(z || g(f.Gz)) ~ ECE) 129) 
«та |с) + та |112.) 


д 
+ т(Е, N {EPEN - РОС) > +) 
€ € 
+ 1 + 9 =, 


z2 
+ 93+ 


即 可 知 ， 
9(1„(х))==>д(1(т)). 


13。 定 义 在 可 测 集 上 的 任何 单调 一 元 函数 都 是 可 测 函数 ，。 
证 不 妨 设 j(z) 为 可 测 集 忆 上 的 单调 增 函 数 , EC Ge, В). 
Са, BIR- co + оо) 
对 任 给 的 实数 a， 
© Ф L=inf{z|f(x)>a} 
由 fCz) 是 单调 增加 函数 ， 所 以 有 
ЕПП 81, L€(z|fG)> а 
ek а, пп 
ЭД, EG>a) 是 一 可 测 集 。 即 知 fa) 是 一 可 测 函 数 。 同 
理 可 证 ，f(7x) 是 单调 减 函数 时 也 是 可 测 函 数 。 


14。 试 举例 说 明 ， 对 于 叶 果 洛 夫 定 理 不 能 加 强 为 除 掉 一 个 
测度 为 零 的 集合 外 ，fa(z) 一 致 收敛 于 f(z), 
证 构造 函数 列 如 下 ， 


r° П х= 0; 
1 
(п+2)=, Оа агр 
1 
1 , nS Z<; 
үх) = 1 


1-п(п+1)х Ge- 二)， 
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}(®)ЖЕ= [0，1] 上 的 连续 函数 ， 必 可 测 。 
Н limf,(z)=0, тє[0, 1] 
下 面 证 明 ， 对 任 一 Bu，mBu = ОВ}, (Со) Е-Е, 上 不 
会 一 致 收敛 。 
Же, = 十， 不 论 N 取 得 怎样 大 ， 总 可 取 a= N+I>N， Ф 
А ета) 
显然 4 非 空 。 但 
Í. G@)=1, XEACE-E, 
[fne C2) = fGz)| = fs. CE] =1>8 ЕСА 
所 以 ， {f(z)} 在 EB。 上 不 一 致 收敛 。 由 此 可 知 : 叶 果 洛 夫 
定理 不 能 加 强 为 除 零 测 集 外 {jC2)} 一 致 收 敏 于 f(z). 


15。 设 (Cx) 为 有 界 闭 区 间 [a，6] 上 的 连续 函数 ， 并 假设 
[ztanaz = 0, (и=1, 2, 3, e ) | 


则 fG)=0. 

证 由 维尔 斯 特 拉 斯 定理 知 ，f(z) 可 被 一 多 项 式 函 数列 
{P,(z)} 一 致 地 和 逼近。 于 是 ， 对 任 给 的 s>>0， 存 在 ro， 当 1>>mo 
时 ， 对 一 切 zE La，b]， 重 有 

JC) = Р(х) + eh, (T), 
其 中 18,6) 1<1. 
从 而 有 ， 
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b b rb 

| Feoaz = [AEP ar + £ hadr, 
由 假设 知 ， 

f'ra Podz =0 

b b 
所 以 | 1*бюйс<е||/(ху|дк<<М(®- ауе, 

再 由 e 任 意 ， 于 是 有 

人 epar=o -. 


必 有 Р ()=0 z€[a, b]. 
从 而 fz) 二 0 хЄ[а, 6], 
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第 五 章 ”有 界 函 数 的 勒 贝 格 
积分 、 可 和 函数 


FEAS 有 办 函数 的 勤 贝 格 积分 的 概念 及 基本 性 质 ， 黎 
曼 积 分 与 勒 贝 格 积分 的 比较 ， 歼 曼 可 积 的 充 要 条 件 ， 原 函数 问 
题 ， 非 负 可 测 函数 的 积分 概念 及 性 质 ， 法 都 定理 ， 勤 维 单调 收 
敛 定理 ， 一 般 可 和 函数 的 概念 及 性 质 ,积分 号 下 取 极限 的 问题 ， 
勘 贝 格 控制 收敛 定理 ， 等 度 绝对 连续 积分 的 概念 及 有 关 定 理 。 


1. ELSON] fdz, 出 必 有 J, (ху 一 >0， 但 
f,Cz) 不 一 定 几乎 处 处 收敛 于 0。 

证 先 证 f,(7) 一 >0. 

[saya = j f.dr + 14®о+тЕ(]„>о);>0, 

Е EC, 20) Etf <o) t 

H | .fpaz 一 >。 (поо), 

可 知 mECf,>o)—>0 (поо), 

Вр f,Gz)=0, 

证 法 二 《〈 反 证 法 ) БУ, ТЕТО, W| Ero > 
0 和 和 e。 之 0 以 及 {ni}t + cc， 使 得 
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тЕ(]„,>оь)>& (ї=1,2,+°) 


从 而 Jr. ayar > j Ín, dr S0 MEC, 205) 


E EG a; >0,) 
>0,€(>0) (ї=1,2,+) 
此 与 题 设 条 件 


| .fcopar 一 >0 (п->со) 

下 面 举例 说 明 j(z) 不 一 定 几 乎 处 处 收敛 于 0。 

如 * 实 变 函数 论 ych.4. 8 3. 中 之 例 ， 

ri-1 i 
1,2 E т), 
о, Ф), 
(к= 1,2,3 і=1, К) 
令 r(x) = 000) 

(n= EG +,к=1,3‚—› i=1,'",k,) 


(0б<т< 1) 


Ош) -| 


则 pu(z) 之 0 (0<z<1)， 且 当 n->co 时 ， 必 有 Kk->*co， 从 而 
i 
|. qu(z)dz = [ла = 元 ->0 (n-=co), 
但 已 知 p(z) 在 [0,1)? 中 处 处 不 收敛 于 0。 


2。 关系 式 


ЕЯ! 
рар 
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与 1,(7) 一 之 0 是 等 价 的 。 


证 法 一 ”由 函数 y= 302 – 1 时 严格 增加 可 知 


ТА 
т? е ЕЙ, 120, 


从 而 可 知 


E (hr И ES кона). 


由 此 可 推 知 


fy Sono) 4> f(r) =>0 (поо), 
1+ |7 


® kage (п->со), 


根据 题 1 结论 ， DATAT т AMLA f,G 一 >0。 


йг, #109250, ЖИД. 


x <ç ВІ Ia (n=1,2,) 
由 勤 贝 格 控制 收敛 定理 ， 
tim | i= [ое =0, 


证 法 二 “ 因 函 数 y= 2422 -1 时 严格 增加 。 故 对 于 任 
意 的 oc> 0， 有 


ШЫЙ as [ [ей ыш a 1 
|45 о таай Trio” 
Е ЕСІР >0) Elifa l > 
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2 g 
=E ME f| >0)>0 


从 而 ， 若 有 


РА е 
[ieo (и-»оо), 


E 


则 有 mME(C|f, >0)—>0 (n-=co), 
即 f,(7x) => 0. 
反之 ， 若 f(z) 一 >0， 由 


+ + 
zl [fal Maaa [fal ЕІ <o) 
g 
< ldx + | ——dx 
Б 1+0 
Elifa 19) Elifa! <0) 


<mE( |f | >0) +—©—.тЕ (n=1,2,.…) 


1+0 
Tim РА CARS 
可 知 O< me TEE 
再 由 c 任 意 即 知 
EA * 
E єз талшын 


3. 370,0, WAIHI AR u) И 
5 в, [асадах < +оо, 


但 {w(z)} 在 E 中 任何 一 点 不 收敛 于 0。 
证 由 or 一 0， 存 在 自然 数 子 数列 {nt} 使 
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а 人 а | ИТШ 


1а, 12, (кК=1,2,е). 

今 在 一 有 界 可 测 集 E 上 构造 非 负 可 测 函 数列 如 下 ， 
min = п, u,(G)=1; 
пеп], u,(z)=0. 


则 > а |ы, (z)dz = > а, (а, „С)йт = тЕ У) а,,, 
п=1 Е к= 1 Б й=1 


从 而 5 | а.]н.(азаг| <mE 5 | ол, |<m 5 ж 


=тЕ< +оо, 


但 显然 {un(z)} 在 E 上 处 处 不 收敛 于 0。 


4, 如 果 积分 | .9(z)1(z)dz 对 于 任何 可 和 函数 MKz) 存在 ， 
则 9(z) 几 乎 处 处 有 界 。 

证 “ 先 就 8 (z) 关 0 的 情形 来 证 -| 此 时 要 证 g(z) ЕЕ ЕЛЕР 
ЖЖЖ, BEREK, @{$тЕ(рф>Ку=0, WE, =E n< 
p<n+ DCn=0,1,2,…)。 易 知 ? 必 几乎 处 处 有 限 ， 不 妨 设 v 有 
限 ， 则 E= (ЈЕ, E, 互 不 相交 。 假 如 上 述 的 K 不 存在 ， 则 必 有 


自然 数 子 数列 {m} 使 PE =ó; >0 (i= l,2 D. Е 
— TER, „, 
O21C2i)2 CGi=1,2,.) 


= š 
— T TEE, 
д„-1(21-1): ке 


lo, zeE— UJE, 
i=j 


fa) = | 
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. ые 1 _ А й 
А Idea zl Ó, (2i)? ge > COA ER: 


3⁄2 5 э 
Ашы, 
< 1 
„а= f — = 
J: 2) б, (21—1)8/% 
121-1 
= струн ra <+, 
-і 


可 知 f(z) 可 和 。 但 由 


|есо одаг = | qf+dr— fotas, I 
ї 


UR| ө7,а= >J ° 四 可 -art 
Ё =з. i 


,. 


Sr 1 
>> EE >x Кз > Gi 7 9:09, 


о 


А 1 
[е-е 2] ç@) бб, осун 
® іеі 324—1 


"24-1 


n 4 
>т Sm >S th +> 


праса) AREE. А НР. OSOLE 
Е 
处 处 有 界 。 


对 于 一 般 的 p(z) ,分别 考虑 EC(p 之 0) 和 ECp 过 0)。 由 上 述 结 


果 可 推 知 pCz) 分 别 在 BECP 之 0) 和 ECp<<0) 上 几乎 处 处 有 界 , 从 而 
(7) 在 E 上 几乎 处 处 有 界 。 
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5。 设 j(z) 是 在 集 互 上 定义 的 有 限 可 测 函 数 。 设 下 列 诸 数 
Ys dy- Yi Vo Yi V2 Ys 
Ж Y>, Y>- оо (К-»>оо), OKY YLA ЖЯ е, 
SEY, SÍLY), СС) ATM 36 ЕЖЕ, АЕ 


何 {yt}， 级 数 5) уте ах, 


大 一 一 oo 


证 Жу, = 0。 因 
fG) ELE) >f) ELE), | (х) ELE), АШ 
证 明 ， 


1° f.Gz)CL(E) <> Уу, + тей; 


c= 0 


2° J.G) C€L(E)<— — D у, тек. 


k=—1 


由 一 > у, * me, =~ Dy ° теу = Уи mel, 


上 一 一 了 1-1 kaj 
其 中 Л =-Ул, 
ез =e, = Е(у—,<]<У-,+1) 
EC- Yr ÍS- Y) EY- < SY), 
HA2 51° 1. k FERE. H 
У, • те,< аав, те, (6=0,1,:), 


“+ 


>u, е mei< У) [аса Ун. те, 
t=-0 


1-0 0-0 в, 
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<> У, me, +15 me < У у,те, +1 • mE, 
k=0 кто кеф 

Šv. ° те], (xz)dr< PAT eme, + À * mE, 

t=0 


由 上 式 即 知 


fiiar + og Sy, eme, < +оо, 
Е 1-0 


6。 在 习题 5 的 假设 下 ， 如 果 级 数 D у, те, 绝对 收 全 的 


话 ， 那 么 级 数 的 和 当 1-*0 时 趋 于 | odr, 
证 ХУ, met 绝对 收敛 和 上 题 证 明 中 的 (*) 式 可 知 , 当 

4-~>0 时 有 

|, еде tim 5v, eMe, 
同 理 有 

lim Su- me, =lim Eu , * me_, 

4- Оа 1 

= Шт (- Su; “me ) 
= - [r-apaz, 
B ^ 
从 而 lim У) у, * me, = |, (х) dz-|f ceaz 
wd р Е E 
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=| roaz. 


т. 一致 收 敛 的 (R) 可 积 函 数列 , 其 极限 函数 亦 为 (R) 可 积 。 
证 设 {f,(z)} 为 [a,b] 上 CR》 可 积 函 数列 ， 且 一 致 收敛 于 
F(x), 
因 (R) 可 积 函 数 必 有 界 ， 故 对 每 个 九 ， 存 在 正 数 M,, 使 
|/„(ж)| <М„(а<хт<рЬ), 
由 f (Xx) 在 [a,b] 上 一 致 收 全 于 F(X) ,存在 N， 使 当 n 宇 N 时 ， 
[F(x) ~ ]„(х)|<1(а<тх<5), 
”从 而 IF(z)|<|f,G)| +1<M, +1(n>N,a<r<b), 
特别 有 |FGa)|<My+1(a<zr<b), 
即 知 FCz) 在 [a,8] 上 有 界 ， 
由 ¢ 实 变 函 数论 ?中 ch.5. $ 4. 定理 2 可 知 f,《7z) 在 [a, bJ E JL 


平 处 处 连续 ， 记 其 不 连续 点 集 为 c,, 则 mie,= 0。 记 Eu= e., 


则 mE。 = 0, 
任 取 z。E Ca,b) -~ E，。 对 于 任意 的 之 0, 由 f,《7) 在 [0,86] 上 
一 致 收敛 于 F(x) 可 知 ， 存 在 n。 ,使 得 


IF(z)— fa G) \<--о>п,,а<т<В), 
又 由 1 (7) 在 zo 连续 ,存在 6>0, 使 
If... G) = (к„)|<-=(1л-, |<б), 


从 而 |Е(ху- F(x) I< |F(Gz) fa, (z) +. (z) 
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ў, Ско) [+] fa, (ш„)—Ё(х„)у [<e 
6-2,1 <8). 
所 以 F(x) 在 (a,b) – Е, из, ВЕ Сг) ТЕ Га, 6] 上 几乎 处 处 连 
续 。 从 而 F(X) 在 [a,6] 上 CR) 可 积 。 


8。 康 妥 完 全 集 P。 的 特征 函数 是 (CR) 可 积 的 。 

证 康 妥 完全 集 P, 的 特征 函数 

1,2ЄР,, 

0,2Є10,1]-Р,. 

显然 pp, (z) 在 [0,1] 上 有 界 。 又 由 po (z) 在 [0,1]- Po 上 连续 ， 
TMP, =0, 可 知 Pp, (Z) 在 [0,1] 上 几乎 处 处 连续 .从 而 p，(z) 在 
[0,11 E(R5>n fn, 


pu G) = Í 


9。 如 果 fKz) 在 康 妥 集 Pu 中 的 点 上 等 于 0, 而 在 P, 的 具有 长 
度 为 3-" 的 余 区 间 上 等 于 m, 则 | ,7KzJaz= 3, 
证 [0,1]=PoUG,， 
С, = [0,1]-Р, = Üs”, 


GY 为 Po 关于 50,1] 的 具有 长 度 为 3-" 的 余 区 间 之 和 。 记 此 种 区 
WAPE) CRA. BH 


б={) r, Bo. 


kel 
0,=ЄР,, 
n, LEG (п =1,2,.) 


今 10) ={ 


"106， 


在 [0,1] 上 非 负 可 测 。 由 积分 的 完全 可 加 性 ， 
[олаг |, (шуат + |. f(z)dz 


=0+ > г |а 


вс") 


“® = [ыо 


n=l kml 


o 23-1 


10. акны аныны 
> n +тЕ(п<]<п+1)< +оо, 

证 E=[a,b],3Ëjë 
E,=B(n<J<n+1) (1=0,1,2,). 

W E= (ЈЕ, 
ңЕҥжЖнЖ. 

X n “mE,<| fG)dz<(n + 1) + mE,, 


从 而 有 
Sn ‘mE усаг 5 2" * mE, + ME, 


nl 


由 上 式 即 知 


рош 5 Уп. mE,< + оо, 


Nl 


107, 


[BE] 那 汤 松 * 实 变 函 数论 ?中 此 题 的 充 要 条 件 印 为 
Уп. mE(f>n)< + co, 
这 是 不 正确 的 。 因 充分 性 虽然 成 立 ， 但 必要 性 不 成 立 ， 例 如 
1 
ray [z о” 
0 (х==0), 
易 知 f《x) 非 负 可 测 ， 且 由 


0 (z= 0), 


| ceo3avaz ү Ndz Гуса 


z 


=2- 1-92 (N— + œ), 


可 知 f(z) 可 和 .但 是 
Sn mB >n) = х1. + оо, 


11。 设 KGz)>>0 为 可 测 函 数 ， 而 {f(z)}w 是 由 fKz)<N 或 者 
jz) 达 N 而 规定 它 等 于 f(z? 或 者 0。 如 果 JKz) 儿 乎 处 处 有 限 , MU 
lim| {/(ю}лйг= | fas。 
证 ERMEC = + co) = 0, 故 


fads = fdz, 


Е E (ў<+еу 
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f(z) (<N), 
0 USN). 
易 知 随 着 {N} + co 时 ， 有 
(fGay)w If) CrEEC +0)). 
根据 惑 维 单调 收敛 定理 ， 
10242 = lim | (б) айз 
Е f<+> NE Bp 


= lim 762 )aaz, 


5 (fay) | 


从 而 有 [7да = lim [0 Со) ) аа, 
[ 注 ] 是 中 f(z) 几 乎 处 处 有 限 的 条 件 不 能 去 掉 。 例 如 
Кх) = +оо (хЄЕ=[0,1]), 
对 一 切 N,{fCz)}w=0; 从 而 
lim | (few dz =0, 
Моо ; 
而 [асдаг = + оо, 


Е 


于 是 lim|(f zjvazs | tayar. 
五 Е 
342。 设 j(z) 与 9(z) 是 B 上 所 定义 的 两 个 非 负 可 测 函 数 ， 
E, = Е(д:>>у),Ф(у) -| f(z)dz, 则 
Е 


学 
Jese dz = | Ddy, 
0 
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证 000,220, EOU.) = +оо, ДФО) T 
画 数 可 知 ， 在 [0,byo] 上 恒 有 更 (2) = + co, 
从 而 


+ со РАЈ 
| DU) dy> | BDAY = + оо, 
0 a 


x [reygooaz>| fa)g(zydz>yo| fG54z 
Е Eye 


Еу, 
=Y PCY) = +оо, 
于 是 有 |tCGOsG)ds= | Фууу. 
E 0 
下 设 @(Cy) 对 任何 y 之 0 均 为 有 限 值 、 记 
E, = E(0<g< + оо),Е, = E(g = + оо), 


HIE=E,UE,. < 


g(z) (0<g<N), 
(gG) = NA (>N) 


则 {{gCz)}w} gG) C E,). н ОЕ, 
| Igaz = о 7а) (осо) зав, 
E, В, 


又 对 一 切 N 有 
| ia) {g(z)jndz= |1(ж){д(т) }лах, 
Е, Е 


故 [усас а = lim [ray асо) a) 


Е\ E 
对 [0,N] 作 分 割 T， 
0о=у,<]9,<0;<++<у,<13А‹ =N. 
110, 


记 47= {Ау CA =Y; Y). 并 令 


Фтб2) = 2 Yixe, (z) 


pe, = Еу SILY), t Re, 的 特征 函数 。 作 一 列 分 割 

{Tih TSCTsC…CTx сө, Br, —0 (k—co), ДД} БУЙ К 

列 {9r ,C7)} } (g(z))x. 
ЕС 
в 


lim [Сое ‚(йв 
== 


" 


e.g 
lim Уи, усх, yaz 


ГЕС 


" 


Ы 
lim DEA A 
ЕГ) 


% 


"u 
= 
B 
M- 
S 
ы 
~ 
8 
< 
8 


"т 


lim DEAK CA] -Ф(у;,,)1 
*% =o 


Ы: 


= lim У Фу, .:)Ау, ~ МФА) 


ЕС 


$ j 
= foara -No(N) (2) 
下 面 再 分 两 种 情况 讨论 。 


ci) [rsads +оо, 


Е 
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此 时 必 有 | соса + со, ЈАНЕ С) 0С СЕ). 


Es 
于 是 
f: (eg) dz= | 1Gz)g(z)dz， 
Е 


Е, 


再 由 (1) 式 和 (2) 式 ， 得 


fosoa = lim [ewe -Ne | | 


又 МФ(Му= | Nf(z)dz < | KOROL 


E (>N) ElaN) 


= У | f(x) g(z)dz, 


k=N E(kt<g<k+1) 


而 5 160) gadr = |}(х)а(х)йх« + о, 


k=0 E(k<g<k+1) Е 


КЖ lim NOCN) = lim > f Ї(2)9(х)ӣх = 0, 
зе Мо say веб ТУ. 


从 而 figa dz=| budy, 
Е 0 


di) | reyocpar= +оо, 
此 时 只 要 证 明 | (wdy= +o, HORTA. IMEWN, 


N 
[rent C2) Jwdr< | Bdy, 
E 9 
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从 而 lim f(x) TOA] Ddy, 
E о 


07 
E, 0 


+ 


即 有 [1(z)g de- | 10) д(х)йк< f dv. 
E Е, 


0 


如 果 mE, = 0, 或 1，g~0Cz € E,) ,Wl 
É f(z)9g(z)dr= 0, 
从 而 必 有 
| eanas= +оо, 
тЕ, +0, HME, (f • 920) =k>0。 册 前 设 ， 对 任何 y 
>0, Фа) = | f(z)dz<+oo, 因 此 fCz) 在 ,上 几乎 处 处 有 限 . 
又 因 E,(f。 0х0) СЕ, СЕ, Bf C EE, CI * 9#=0) 上 为 几乎 
处 处 有 限 的 可 测 函 数 。 由 重金 定理 和 可 测 集 性 质 可 知 ， 存 在 闭 


ЖЕСЕ, (] • 920) ,тЕ =, ,0<u <и, С) ЕБ, Н 
FDSA e 9020). БЕЙ Ж, FET СЕ, (ху = inf 


убх), АЙЛ жу >](ж)>0(жЄ Р), РАНЕНО, 恒 有 
Ф а= |, te dz>| саа | iedz 
А = f(z0) Lo. 
从 而 对 任何 N, 恒 有 
[адаи 7а, 
• 113, 


&N— + co, 即 得 
f oway = +оо, 
META, 
| .fcecoaz=| арау, 


13。 设 在 [0,1] 上 有 n 个 可 测 集 E, ,BE:，… Eu。 如果 [0,1] 中 
每 一 个 点 至 少 属于 上 述 n 个 集中 的 4 个 集 ， 则 1,E,,…,E, 中 至 


ж-а >, 
证 对 任 一 zE[0,1], 由 于 它 至 少 属于 9 个 Et, 则 
x Фе, (ху:>а 


其 中 pz， 表 B: 的 特征 函数 。 从 而 
[о оре авга, 


1 
0° 


又 | [So @) |ár= > fio, (2) dz = SmE, 


1 
9 kl kl 


所 以 > mE,>q, 
„ а 


由 此 即 知 忆 中 至 少 有 一 个 测度 > L. ABN, mE <E (k 


=1,е,п), IJ > mE, < 24 =q, Б > mE >FE. 
k= ке kl 


14。 设 f(z) 是 [a,bJ] 上 定义 的 可 和 函数 ， 又 设 e 是 一 如 下 的 
114. 


常数 ，0<c<b - a。 如 果 对 于 每 一 个 测 E d 的 集 e， 有 关系 
| repaz=o 则 [GD~0. ` 

证 记 E=[a,6]，E,=E(f>0), E =E(f<0)。 今 要 证 
mE, = mE_=0。 如 不 然 ， 则 有 且 仅 有 如 下 三 种 情形 : 

Ci) mE,>0,mE_=0。 即 f(z) 在 E 上 几乎 处 处 非 负 。 

由 0<a<b~a。 存 在 自然 数 n, 使 

па<6 —а<(п+1)а@, 
则 E=[a,a+a] U- U[a+(n-1)a,a+na]U[b-a,b] 


a+ka 


f, 1ayaz= | саг У, [ fCz)dz 


Sl Стра 
十 f- ](х)ах, 
b—e 
由 题 设 条 件 


а+ ка 
fa)dz =0 (= 1, n), | Fær, 
вФ+(ї—1)@ 
即 知 | f(z)dz = 0。 由 < 实 变 函数 论 ) oh,6. 81. 86,70) 
在 B, 上 对 等 于 0， 此 与 mBE, 之 0 相 矛 盾 。 故 知 此 种 情况 不 可 能 。 
CH) mE,=0,mE_>>0。 妇 f(x) 在 E 上 几乎 处 处 非 正 。- 
考虑 -~ f(z), 并 利用 (让 的 结果 , 即 知 此 种 情形 同样 不 可 能 。 
Gü) тЕ,2>0,тЕ 20, 
取 正 数 4 满 足 : 
0<н<тїп{тЕ,,тЕ_,а,(Ь-ау-а} 
根据 第 三 章 习题 第 12 题 的 结论 , 存在 集 E1 СЕ,,Е, CE-, 使 mE， 
=mE, =k, ХШ 
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т(Е-Е,-Е,) = (b—a) — и— p>a-u(>0), 
可 知 存在 集 E, СЕ- E, -Е,,тЕ, =а-и, 从 而 

m(E, Ú E,) =4,т(Е, Ú Es.) = a, 
由 题 设 条 件 ， 

| а= | тоа: +f, лса =0, 


A ТА ісе f саг | }(ж)йх:= 3, 
从 而 А fGxaz= | OLEA 


ВЖ, З саго. 因 如 果 | ，fCz)dz= 0。 ШЕ, С 
ECf>0) 可 知 1(z) 在 E, 上 对 等 于 0。 此 与 mE, = 之 0 相 了 矛盾 。 同 


| 理 可 知 | = 1(ж)аз<0. 这 就 产生 了 矛盾 .故此 种 情况 亦 不 可 能 。 
综 上 即 得 mE, = тЕ_= 0, JRBDfCz)—0, 


15。 设 f(z) 在 [a,bJ 上 可 和 ， 而 在 [a,b] 之 外 等 于 0 Ж 
Е 1 一 有 
ф(х) = ЭБ. 11004, 


则 | т(ж)|4с< folic) аз, 


证 先 考虑 较 特 殊 的 情形 。 
G) 设 1(x) 在 La，6bJ 上 连续 . 


f.p омеа | опу 


сое 
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2:581 [ta zy ааз 


= aT | ju + х) | ахи 


о=и+г iE (+ 
аиа Ы, | { 
去 | |. +u fv) ldvdu. 


因 jCz) 在 [a，6b] 之 外 等 于 0， 故 有 
jJ еа | КОП 


从 而 有 |, еса) 121 fir (z)1dzdu = | 17а) 148, 


Gi) Сг) Га, b| ЕН. 
记 Е=[а, bj), HEEM, XF TOE R є>0, 存在 
F(azDeC[o, bJ, EMEC Р) <е, Hmax{]| f(e) |, | F (z)|) 


«К, BEG SF) =E, E= B, = Ef, ШЇ 
OLE E |fldz + N И а> |, [Е 142 


+Í. IF] dz- |, |/-Р| dz>| IFlaz-2Ke。 


› КЕ! а. Р(т)|@ 
记 ОЕР ЧИИ уа 
由 G) 的 结论 ， 有 
| e. eolazs<| FG laz, 
¿ š b 
从 而 有 | лсо аа | pra) jds- zke, 
e 117 ~ 


x Генс аг | Ir claraz 
>з] | 17014142 


2.4 bfz+h Ж 1 кгх+® I 
[о FE) аас 2. | S faldras 


b 
24, |, [f(t)~F (t)|dtdz 


bífz+h 


b~a 
a 
zh 2Ke 


b 1 Баъ 
于 是 лсо аа ру азаа: 


b-a 
= 2Ke(1 +255 


由 e 的 任意 性 ， 即 得 
| |fG) &в>1['[''' а) latdz>[ |Ф(ху |йт, 


ан) 设 1《x) 在 [a，8J 上 可 和 . 
f(z) СУС) |<), 

& Ж CGSN), (N=1, 2,0), 
~N (JG)<-N). 


ifp“ 6 I 
з DES Oit N=1, 2,0), 


IOE, DEARTH, HODHA, 
-118° 


y £ bfz+h 
IN оа |CfCtD)Jwldtdz 


<| tfc) vlaz, 

З (EFIA [С |, 
үү 1 [z+s 
полом | исо, 


由 勒 维 单调 收敛 定理 ， 
limf’ |[f (Cx)Jwldz= ү, |f Cr) ldz, 


lim TARN IAO Iolatar = Lf’ | lfCt) 142, 


故 有 эк] .| агае fa az, 
从 而 得 知 
К еса | уе latas < [° |б) | dz, 


16。 设 jz) 是 在 [a, 纪 上 定义 的 可 和 函数 。 如 果 对 于 [o,b] 
中 任意 的 。 有 | содае = 0 的话， 则 fz)~0. 

证 根据 题 设 ， 对 任意 区 间 (a，B) Ca，5)， 

нж | саг = | fods- f rayaz= 0, 
Ус) ELLa，b]， 由 积分 的 绝对 连续 性 ， 对 于 任 给 的 。>0， 
存在 0>0， 使 对 任 一 ecTe,b]， 当 me<9 时 ,| | fda | <e, 

对 于 任 一 可 测 集 4 (a,6), 存 在 开 集 G ,使 A CG с(а,5), 

° 119. 


且 m(G- 4)<0。 从 而 
||, 76292 | <e, 


& G= U a, B), (а, BD29GMBWB BHI, 
| dz = È [усаг 0. 
м [ло es [te > 


x [рса = | ranaz+ |. tanda, 
-| 
#ж | | ial] f iod] <e 
再 由 se 可 任意 小 ， 
[| tayaz = 0, 
А 
即 知 对 于 互 = [o，b] 中 的 任 一 可 测 集 入 有 | Jaz = 0。 特别 的 有 
| Ї(х)ах = 0, Í fCz)ar = 0, 
EG> 0) E(f<0) 
18702) -~0. 


17. 设 在 [a， 21}, 已 给 可 和 正 函 数 fCz) , 设 0<q<2 一 a， 
eCLa,，6]，me 之 4，5S 为 所 有 这 种 可 测 子 集 的 全 体 、 证 明 


WU espa. 
E- AOGE, bD, WAE 
|| саго, 


如 果 ш} faz] =0. 则 对 于 任 一 正 整 数 k, 存 在 e+ ЄЗ, 
使 得 
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f бея 


* о- е, 
由 me 过 9 可 知 
mO=tim(m[Je,) >a>0. 


п 


ҖАЕ ПЕ п, A 


J(z)dz< | idr су | fc)dz 
| >|, 


令 n 一 co 即 得 
froda =0. 


Q 
由 此 可 知 f(z)~0 G C Q). 
此 与 题 设 1(z) 为 正 函 数 相 矛盾 ， 故 必 有 
мера, 

证 法 二 f(z ) 在 [a，bJ 上 可 和 , 则 f(z ) 在 [a,6] 上 为 几乎 
处 处 有 限 的 可 测 函 数 。 由 重金 定理 和 可 测 集 性 质 ， 存 在 闭 集 
РсС[а, 6], тга, 67-Р) <4/2, ЇСх ) 在 F 上 连续 ,从 而 存 
在 ze € F, EIE) = int f(z) ,由 f(z)>0Ca<z<b) 知 f(zo)>>0. 
ШЖ 1(ж)>]1(х„);>0(®ЄЕ), 


对 任意 的 E5， 由 
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efNF=ef (Га, 51-С;..,, F)=e=(enC... F), 
т(еПЕ) =me—m(e Ca, F) 


>те-т Con P)>4- T =+. 


有 f raz>| .fendz>| Teoaz 


en 


2 f(z ,)*m(e ПЕ) >95. f). 


从 而 有 inff соаг) 24.70, 


18. M= {f(x)} 是 在 La，6b] 上 为 可 和 的 函数 族 。 ШЕМ 
有 等 度 的 绝对 连续 积分 ， 那 么 存在 着 如 下 的 单调 增加 的 正 函数 
Pu) (и>0), L 5 
limpu) = + oo, 


н 701-0170) раса +оо 


对 于 M 中 任何 函数 jz) 成 立 ， 其 中 A 是 一 个 与 f(z) 无 关 的 数 。 
证 .首先 由 等 度 绝 对 连续 积分 的 条 件 导 出 M 中 函数 在 [a， 
6b] 上 积分 的 一 致 有 界 性 ， 
对 于 给 定 的 e,>0, 存在 9o>>0， 对 任何 ес[а, b], 当 
те<6,8, 对 M 中 一 切记 BA 
[сасе 
将 [a， 如 等 分 为 N 个 小 区 间 ， Ai k=1, sty N), 六 充分 大 , 使 
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N 
тА, <ð. Га, bJ = JAi。 于 是 对 任 一 fE M, 均 有 


J: |f| dz = Ж], |f|dz<Ne, = В (< + оо), 
任 给 є>0, H M 具有 等 度 绝 对 连续 积分 ， 存 在 6>0， 当 
e CE 人 rc，p0]， те<д, 


[1700142 G esp, 


х Ун. т(т<|/|<п+1)< X | lfldz 
n=N n=N 


TN ES 1{1<п+1) 


= |, |fldaz (eEM)。 
ECIfl2>N) 


T TEST а, 114 
«1 ила. GEM). 
取 N=maz| 3, 281, 则 

Sr отан 118 


п» 


+mECf>N) <E +È =e (ЄМ), 
于 是 ， 可 找 出 一 列 正 整 数 {Ni} } + ce， 使 得 


У n+ ОтЕ(и< 171 n+ ДЕМ), 


neN g 


从 而 有 
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Ne+1-} 


> @+1)mEG<|f|<n+ DÄ ЄМ)(® = 1,2) 


л=м, 
АЕ Фи) (uw 二 0) 如 下 ， 
1 (0<u<N,), 
k (N.<u<N,,1) (k=1,， 2, +), 
显然 @(u) 人 +оо, НЯ 
E,=E(nb(n)< | Сх) | Ф| С) |)<(п+1)Ф(п+1)) 
= Е(и< |} (х)<п+1). 


Ф (и) -{ 


ий | 1ле раз = | Ira 


п-07 


Ф (|02) |) de< > (п + 1) Ф(п+ 1)тЕ, 
п= 0 Ë 


Ni с Nk. — 1 
= У) m+ 1)mE,+ У) У) (т+1)Ф(т+1)тЕ, 
n=0 k=1 пеМү 


m Ne 


=А,+ Dk У) nt+DmEn<|f|l<n+1) 


kl пм 


<А. + УА +А,=А (EM), 


k=1 


其 中 4 为 与 无 关 的 常数 。 


19。 如 果 f(z) 在 [ac， 拟 上 可 和 ， 那 末 对 于 任意 的 s 之 0， 存 
在 着 [a，6] 上 的 连续 函数 p(x)， 使 得 


| f 1100) - ф(х) |аг<е, 
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证 记 
FENIN), 
Lf G) 1у= Ís (f(x)>N), rEES[a, b] 
-N(fG)< ~ №), 


则 |а -tf (а)1!йг< | df Lr Mar 


ECIfl2>N) 


<2 | fC) | dz, 


E fI >N) 


HII] € Lla, 5], WIE2882>0, 0220, WERFEN 
eCE, Н #те<0, 便 有 
[лса 


жш Цеа >и)= ЕС = +оо), 
并 注意 到 |f(x)| 在 E 上 几乎 处 处 有 限 ， 便 可 得 
limmE(|f| >n) =mEÇ|f| =+ оо) = 0, 
Am, ЕЖ, 存在 N， ЖтЕСс|]|;>М)<0, 


于 是 | lf Gay |4т< f. 


Ур Н 
从 而 [со Сс, 
gp(z)， 使 mE (109%) < үү» 且 |9(z)1<N。 则 


| cav-elaz=- | Tav=wle 


Ef NAP) 
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<=2N+-mE([ Ip) < > 
b b 
Ай [17-а f'it-tfIvids+ 


|(11у-Ф\й»<ге. 


20。 如 果 fz) 在 [ae,p+6](6>0) 上 可 和 ， 则 
lim | [fCz+h) — JG) |dz = 0, 


Ж {Ей є>0, HID € L[a, b+01l4308119089 2516, FE 
Q@(z2)€ C[a, b+ óJ, М 


b +8 e 
f If) ~ ф(т) а 


又 由 g(x) 在 [ac，8+06] 上 一 致 连续 知 ， 存 在 人 >0，( 取 1<0)， 
使 当 0<jh<q 时 ， 对 一 切 rE[a 63, 


人 恒 有 19p(Cz+j) – фб) |< 一 一 эу 可 。 

从 而 [uras ty - Gy lar< |, [f(z+h) -orth)ldr 
b b А 

+f [фбс +h) -Ф(ж)|4к+ | loc) - feaylaz 


g€ g € 
—+—+—=e 
< 3 3 8 


Ma lim | fas -f(r)ldz=0. 
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J Eras- {E12) yz-»0 (поо) 
与 ha*mE(f>>n)->0 是 等 价 的 。 
证 由 
Lf (2)],= H a. 


(ТУ; 23 J Є) (f<2n), 
(2n (f>2n), 


0 (0<f<n), 
可 知 CFD] C h= {с=п ‹һ<`]<2п), 
п (J> 2n) 


从 而 n-mECf>209=< | thdr- 


[апте a) 
FE, ШЙл.+тЕ(]>пу-+0(п->оо), WADGE 
Гоа. | пасо то), 
反之 ， 如 果 
[осла саго бт»), 


则 由 (1 ) 知 
nemE(f>2n)>0 (n—oo) 
即 有 2n+mE(f>2n)->0 (п->оо) (2) 
又 由 E(f>>2n+1)CE(f>>2n)， 
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@п+1),тЕ {>п +1)<7#*1{эп.тЕ G>), 


可 知 Can+ DomEG>2n4D-0 (n>)... (3) 
综合 (2)、(3) 即 得 | 
nmEC(f>n)->0 (n—co), . 


22. HELa, bJ) БЕНГ 702) 20.5001) >20. ШЖ r 
存在 着 有 限 极 限 


limf’ {CFC Jn ~ [9Cz)] yd， 
X.n|mB(J>22n)—0, 则 nemECg>n)->0。 
b 
证 设 lim {Г/(®)1—1д(а)1Ь}йк =1< + оо, 
则 lim (| {(/1,—[1}4к-= | (tf, [(g1.)4z ) 
=1-1=0, 
即 有 (f Canda- {'гл1,аз)-(['гөз„йв- 
-人 tear)-—>0 (п->со), 


如 果 nmE(f>n)->0 (n—oo), 
由 题 21 结 论 知 


Јо. саго (n>), 
从 而 必 有 
| 5osaz- 人 oa (поо), 


• 128 • 


再 利用 题 21 结 论 ， 即 得 
nemE(g>n)->0 (п->со), 


23。 设 函数 jz)? 在 [a,5] 上 处 处 存在 有 限 导数 EmA, 
6 处 指 单方 导数 )， 且 f’ (x) 在 [a，6] 上 (CR) 可 积 ， 则 

fr) = f+ fat (а<х<Ь), 

ME 任 取 xELa，6b]。 对 于 [a，z] 的 任 一 分 割 T， 

O= KE KE KL TT = z, 
Fafa DEFE- la). 

由 {(z) 在 [ce，2] 上 可 导 ， 根 据 微分 中 值 定 理 ， 
{‹х;у-](х;_,)=]/(2&;)(хж,—х(_ү) 
(mui <<=, 1=1, 2, +=, п), 

从 而 fT) (а) = >f GO Ах (Az, =х—т_|), 
记分 割 T 的 最 大 子 区 间 的 长 度 为 CT)。 令 1(T) 一 0， 上 式 两 端 取 
极限 ， 得 

160) -169) = Шъ У Аа, 
由 f’ Сх) Га, b] ЕСК) ТА, 
lm XV 0да = [уи сае, 


Ko { 
BD лао а) = [fat (а<т<ьЬ). 


当 z= 4 时 ， 上 式 显然 也 成 立 。 即 得 
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л о + Cat (а<л< бу. 


24。 设 f(x) 在 BE 上 可 和 ，ECECK=1，2，,…') 均 为 可 测 集 ， 
B 
lim mE, = mE(< + со), 
to 


则 lim 1ayaz = | 1(ж)йт, 
k>od Бү Е 


Ш H E,CEZRlimmE, =mE< +оо, #f 
k-o 


lim m(E-E,) = тЕ -lim mE, =0, 
上 -om 下 -oo 


由 f(x) 可 和 与 积分 的 绝对 连续 性 可 知 
lim jx)dr =, 


— 


Е-Е р 


再 由 | жөн J даг = [f Gyd4z, 


E-E% E 
即 可 得 出 
limf, fdz = fros, 


25。 求 积分 
© | #@=®а сиу | EZ as, 


х 01-2 


Ж O 当 0<z<1 时 ， 


& руй F- -PU 
k z 


H ku, ELO, 1 上 非 负 可 测 ， 且 
Duilr)= F(z) (0<z<1)。 


k=1 


由 《 实 变 函 数论 ych .6. $ 1。 定 理 11， 
J EG Da- -f Е(т)йх = — S| uar 


ç x 


а 1 gim! wa 1 
s= |, k des Das 
又 (参见 菲 赫 金 哥 尔 茨 著 《 微 积分 学 教程 8 120) 


1 L 2 
即 得 | 了 Ga -三 


《让 ) 当 0 之 tz<1 时 ， 
Iz _ ~ 
a > х*1пт, 


1 


wi(z)=z*Inz 在 (0，1) 上 可 测 且 都 是 负 的 ,由 ¢ 实 变 函 数论 > ch， 
6.81. 定 理 11， 可 以 推 知 


1 Ing A 
dz= У) | z'Inzdz 
|, 工 一 了 < без! 


© 


Inz 1 ! Al 
-2 [= (е0) ], - 5р 


1-0 
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26。 设 f(r) 在 [a，6] 上 可 和 ， 则 对 于 任意 的 二 0, 存 在 [4， 
561 上 的 阶梯 函数 SCx)， 和 使 得 š 
人 fo зс асе, 
证 Ніс) C L[a, tl 据 题 19 的 结论 ， 存在 函数 p (z) Є 
C[a, БМ 
[по oea <>, 
又 由 9(z) 在 Га, bL- 383696, AEL Бук ЭЕ 89 
分 法 : 
а=х,<2,<++<х„=Ь 
使 p(z) 在 每 个 区 间 [z， г.110= 0, 1, s п -1) 上 的 振幅 小 


€ 
Fao" 
今 作 阶梯 函数 如 下 ， 
Cu , 
зб) = Í 1 TELs, 211, 
С, r€ (z; rm, JG =1, wg п-1), 
其 中 Ci? 满足 
тїп g(z)<C; ., < max ф(х)(1=0,+-, 
EELZ хрр] 2615 40241] 
и 1). 


р =t EFE 
于 是 foa- Df, фб) =C; |da 


ШЫ { 


кй ё e 
<J., 26а) 2 
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从 而 有 [rey осо ао ta -pedr 


Š E E 
+ |p(z) —s(z) Мас =e, 


27. В (х) га, Ея, 则 有 


lim “Í G)eos tz dz = 0. 


t — e, 


证 нА, HER>> FEL, bJ БАИ 
Cis TELzo, zi]， 
о ль TECT, х,у] (i=1, зе, п-1), 


使 得 F lG = 500) 1425, 


b 1—1 
而 | сооз trdr= >| Ciricostr dr 
i х; Р 
9—1 
sin tz 一 Sin tz 
5 > бк +1 і 


t . 
和 


< 2|C;,,| 
Stl 


l. s (x)cos trdz| < t| x 


£= 0 


4м, 


显然 50) Га, DEAR, 8 |3600) 1<М, ч 


Лу lt >T, 


If s(mz)cos tz Б: lhe эм =< 


Ай | t STHA 
133, 


Г 1(хусов tz йт! <|| ce 一 S(Z) )соѕ tzdz| 
b | b 
+ If s(z)cos tz dz| aj: НӨ) = (2) |45 
+ [А s(x)cos 二 如 | <E r 2. 


ЕИ %g limf’ f(z)cos tz dz = 0, 


28。 设 1Cz) 在 [a，b]J 上 可 和 ， 则 有 
і fa) |соѕ nz|dz= | feds 
n= 2J а a . 
证 D 34 JG) = C( 常 数 ) 时 ， 命 题 成 立 。 
因 Ff .Cleosnzlas= 2.0. Lf" ов ја 


[=n 227: 
=], V |cosz|dz + a) 


=C [ O2]. 24a) о<а<2). 


对 任 一 正 数 p, 易 知 上 2] >р со), ЯШ 


tim Z |” clcowzlaz=xc， b-a 
п»» 2 Ја л 


+0=С(&-а), 
GD уб) = SCz)( 阶 梯 函 数 ) 时 ， 命 题 成 立 。 
设 а-:,<=,<---<=, = b, 
s@)=C;, тЄ(®;_,, Ti] (@=1, + К), 
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*i+ 


$ ` k 1 
则 tim >| s(z) |cos nz |dz = У С, eosnz |dz 
a фе 2 


ж-о Ы 


k b 
= > С, (=; -z=| 5(х)ах,„ 
#-1 " 


Gi Hf EL[a， 的 时 ， 命 题 成 立 。 
对 于 任意 的 se 之 0， 由 题 26 的 结论 ， 存 在 [%， 纪 上 的 阶梯 函 
数 s(z)， 使 得 


b е - 
[лсо 20а. 
又 由 (iD ит | sCz) [сов пх |ах = | соаг, 
поо 2 Ја . 

HEEN, 354 n2>NB, A 

ДЕГ. e Б 

|= slæ) [еовиг [42 - |° зс)а2|2., 
从 而 当 n 宇 N 时 ， 有 

|z se) овп [ае | fds 


= |2 ас = s(z)) |соѕпх |dz 
л b b b 
af 5(х) |соѕих | dz ~ Ë s(z)dr + |р 5(х)ӣт 
b 
сода fe -sc laz 


+ |=; s(x) |cosnz |dz — | заз) 
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b b 
+f СЄ) |а з | ЕС) ~ (2) |dz 
+ HK2 [соѕ nz|dz | оаа) 
<s. t >=, 


即 得 ша Í fa |cosnz|dz = | tanaz, 
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第 六 章 ”平方 可 和 函数 


жама ”线性 赋 范 空间 、 度 量 空间 、 平 方 可 和 函数 空间 
工 :的 定义 ， 柯 西 一 一 布 湿 可 夫 斯 基 不 等 式 ， 埠 尔 德 不 等 式 ， 闵 
可 夫 斯 基 不 等 式 ， 平 均 收 敛 的 定义 、 性 质 及 其 与 度量 收敛 、 弱 
收敛 的 关系 ;zs 空间 的 完备 性 和 处 处 稠密 的 函数 类 ; 工 :空间 的 
标准 正 交 系 、 封 闭 系 和 完全 系 、 贝 赛 尔 不 等 式 ， 巴 赛 瓦尔 封闭 
性 方程 ，1; 空 间 的 定义 、 性 质 及 其 与 工 :空间 的 同 构 性 ， 线 性 独 
立 系 的 斯 密 特 正 交 化 方法 ;Lp 与 空间 (p> 了 )。 


1。 设 {J,(7)} 是 ,中 度量 收敛 于 F(Z) 的 涵 数 列 。 若 I a N 
«К, ШС) РЕСІ). 
证 要 证 : 对 任意 9 EL, 有 
limf ойг = | обв, 
с |Е|\<К, 
H/,—>F, Һ2==>Е°, 应 用 法 都 引 理 有 
реек, 
FAR |F | <K. 
D 对 任意 9 EL,,{f,9} 在 BE 上 具有 等 度 绝 对 连续 的 积分 。 
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因为 对 任何 可 测 集 ec-B， 
zas | ас. J] sas 
<l f еа <к. VT re. 


由 于 9: 在 E 上 的 积分 具 绝 对 连续 性 ，K 为 与 4 无 关 的 有 限 常 数 ， 
知 {fr9} 在 E 上 具有 等 度 绝对 连续 的 积分 ， 
(3) 由 于 {f,9} 为 可 和 函数 列 ，f,g 一 >F.g, {fr g) EE E. 
具有 等 度 绝对 连续 的 积分 。 应 用 维 他 利 定理 便 有 
im| f, gdz = | Fods, 
而 9 为 L; 中 任 一 函数 ， 这 就 说 明 {f,《7)} 弱 收敛 于 F(X)。 
[ 注 ] 设 {f,} 为 Lp 这 了 D 中 函数 列 ,f, 一 >F。 E || f, | SK, 
МС) РЕС), 
| 1 då 
‚ж RENEBLE 
пај овоот, 
a) FEL,, |F| ,<K. 
Efi =F, DAÍ, —>Flae), f, —> Fare), 
1 和 12 一 >1FlAace)。 由 法 都 引 理 有 


| еар Ifa pas} <, 
E ni E 


BB || F| ,<K, (FEL), 
(2) {f*9} 在 E 上 具有 等 度 绝对 连续 积分 。 
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对 任意 可 测 集 eCE， 有 
Wy 


<l: (f, lalaa) «ке (| el) 
由 于 19|* 在 BE 上 的 积分 具有 绝对 连续 性 , 便 知 {j.9}) 在 E 上 的 积分 
具有 等 度 绝对 连续 性 
O иад 为 ! 中 可 和 函数 列 ，{ 记 "9} 在 了 B 上 具有 等 度 绝 
对 连续 积分 ，1.9 一 >F.9， 应 用 维 他 利 收敛 定理 有 


2. 如 果 函 数列 {AEL СТРЕС), W | f] < 


证 先 证 明 一 个 定理 . 

定理 设 A,(9) 是 巴 拿 砍 空间 X 上 的 线性 有 界 泛 函 序列 , 若 
序列 {A,C9)} 对 任何 9 EX 都 收敛 或 有 界 ， 则 {A.C9)} 必 在 单位 
09. 191 <1} 上 一 致 有 界 。 

证 @ 设 EX， 

О, CD = (J| | f-# <п} Cn>0) 

为 X 中 一 串 闭 球 . 若 0- G) DOn (,)уэ+-э0„ (уэ, 
六 >0， 则 必 有 f EX 使 


ha E No, аә. 


i=1 


因为 ， Hf. | € O, 


Grp) EO С) | fa r=, | = 
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"пър 


rm>0，(n->co)， 即 {f;} 为 X 中 基本 序列 ， 必 有 f。 EX 使 
| fa— fo | >0, (n=), 

对 任意 N， 当 n 充 分 大 时 有 所 一 fy Sin, Enof |l fo~ 
fn 和 rw。 
从 而 有 

fo € O, CN). 
而 N 是 任意 的 ， 有 

f € (о, Фә. 


@{A,(9)} 必 在 X 中 某 一 球 上 一 致 有 界 。 
车 不 然 ，{4,(g9)} 不 在 X 中 任何 球 上 一 致 有 界 。 
由 于 {4,(9)} 不 在 X 中 一 致 有 界 ， 必 存在 9; EX 和 rn 使 得 
ГА, (g,)|>1. 
HA,, (DEERE, AARO, (g, Cri<1) 使 得 
[А,, (g)|>1, (g€0, (91)), 
而 {4,(9)} 也 不 在 DO. (9 ) 上 一 致 有 界 。 又 有 9g:EO- (g,), (可 
WIWO., COIDAR), n (as 二 Ai) 使 得 
[An 9.) |22. 
ЊА,, (g) 的 连续 性 ，9: 是 O., (g,) 的 内 点 可 知 ， 存 在 闭 球 


O, (9.90, (91) ( <L) ER 


lAn (921222, (9Є0,, (9). 
如 此 继续 下 去 ， 有 {n:}1+ co， r->0, О, (g,)Ə О„ (g,) >+ 
DO, (902-1 
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1А, (9)1> (9EO- (дд), 


HOMAI E (0, (9)。 对 go 有 


|Ang) >i С). 

这 说 明 {4,(9go)} 无 界 。 与 假设 矛盾 。 

从 而 知 必 有 某 球 ， 设 为 

O,(g')= (g*+pg, | gl <1}, (p>0) 

使 {A.(9)} 对 于 O,Cg") 一 臻 有 界 。 即 存在 有 限 常 数 C ,使 得 
|A,(g" +p9)|<C1, Сп, lgl aD. 

从 而 对 上 9 上 三 1， 有 
ГА, (0| = 214,007 + 09) A,(g")|. 


š С, 
<- (А +p9)| + [А„са") |) «21. 
=C (—їйп, || gl| <1). 
即 存在 常数 C 使 
|A,(g9)| <C, С Ип, | gl <). 
这 说 明 {A,(9)} 在 单位 球 {9，1 91 和 1} 上 一 致 有 界 。 
对 4,， 记 
[ А, | = sup (14,9) |) 
由 上 面 所 证 知 
| A, || <C (— Hin). 
下 面 转 来 证 明 原 题 . 
设 {在 Ls 中 弱 收 化 于 F。 即 对 任何 9g EL;， 
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有 <, 9)—CF, g), 
记 A,(g)=(f, 9), (JEL). 
它 是 L, 上 的 线性 有 界 泛 函 序列 。 且 对 每 个 gEL,, {4,C9)} 都 收 
敛 。 由 已 证 明 的 定理 知 {4.(9)} 必 在 单位 球 (| 91 <<1} 上 一 致 
有 界 ， 即 存在 M>>0， 使 
|А(д)|=|(, IM Сп, 1191 <1). 
从 而 |A| = sup |(f,, 91<М (一 切 n)。 


її] 


易 知 | = 1 Al = зир [0 9). 


从 而 有 Jf] <M Си). 
СЕЈ ЖАРЕ, р>) rR Ж £F f, M | fll SK. 


证 由 假设 知 ， 对 任 一 gE (5+1=1) 


(fa 9)—(f, 9) (поо), 
W 4,(9)= (f, 9) (gE€L,), 
由 14(91= 10, DIS 17,1 101, 
知 4,(9) 都 是 Lv 上 的 线性 有 界 泛 函 ， 
由 假设 知 线性 有 界 泛 函 序列 {A,(9)} 对 每 个 9EZ 都 收敛 。 
由 上 面 所 证 定理 可 知 {A.(9)} 在 单位 球 {g; | g | <1) 上 一 致 有 
界 。 即 存在 有 限 常数 K 使 得 
|A,(g)| = |C DISK, (|109 1,1, Hn). 
而 17. 1= sup |, g)|= 1А, |, 


从 而 有 Jf |, <K Сә, 
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3, ELP, ЖИИЮСРЕСт) Н КЛС) ЖЕЕ 


Жж. 
证 KELL- ml ЖЖ 
>= eos z, эл Ëy =ч гоз пх, 
—Sin ИХ, е, 
х 


它 是 L,[ -л, 本 中 的 标准 正 交 完备 系 。 从 而 对 任 一 fELsz[-T， 
лів 


Плав Zea +b, 


其 中 а= (f, Z= 
а= (0, ә, (p SE) 2). 


必 有 oa~>0，b~>0 (поо), MPRE EL L-T, nA 
(f, cos nz)—0, (f, sinnz)—0 (и->со), 
这 说 明 cos nz 和 sin nz 均 弱 收敛 于 0。 但 并 没有 
cosnz—>0, sin nr=> 0 (rE[ —x, r]), 
若 不 然 ， 不 妨 设 cos nz 一 >0， 则 有 cos*nr= 一 >0。 又 
“qcos?nzx| 志 1， 应 用 有 界 控 制 收 全 定理 有 


|; costnzdz-=0 (hn->00), 
但 这 与 
f cos’nzdr=m (n=l, 2, =) 
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矛盾 。 这 说 明 cos пл==>0Ж эг, 


4。 如 果 {fa(7)} 在 L, 中 弱 收 敛 于 F(x), Н ||| ПЕ 1, 
则 {f(z)} 平 均 收敛 于 F(x)。 


证 
7,- 81° J (太一 F)2dz= [Га 


= ['1екайе+ | Fear。 


由 题 设 知 
[оа |1, Fe- | Faz, 


b t 
| .和 ar 人 Pear。 
b b 
从 而 有 [/Һ-Р|? "Ñ 12а: 2 | Раг + [ Е°йх 
[1 b b 
-f F’dz-2Í Е?ах + | F2dz= 0, 


即 1 Һ-Е | 一 0。 
ПЕТ 只 假定 | f. |Р, ЖЫ Ь-Е|—0, 


取 fa) 1+1, 2ЄС0, 11 
1, z€ |o, 1], 

Е(х) = 

= =€ (Z, 1]. 


Wf РЕЈ РІ,Г0, 15. Не 
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ШУ =, pif (1 +1) "аг->1= J Faz 
= IF, 
即 171-121. 
1 
但 [0-а f' (1+ L-1) az 


si (1 + 工 +1) dz->2， 
即 ([|-Е|Ж@+о. 
[ 注 ] {LIE L,(p>1) "9% /.НЖ || flo ifl, 
W Il fa- flo. x 
证 明 可 参看 黎 芯 、 纳 吉 著 “ 泛 函 分 析 讲 义 ”I 卷 ch2. 63, 


з. 车 积分 | f(z),9(z)dz 对 La 中 所 有 函数 Xz) 存 在 ， 则 
g€L,, 

证 (1) 车 | rodrs—1 ELERE, WS УЯ. 

先 对 1 二 0，g 之 0 的 情形 加 以 证 明 . 

记 E,=E(n<g<n+1) (n=0, 1, 2, +) 


ЈЕ, Е, 720, f€ L,C BN 


[а= > 1°йх< + co, 
m b= | Pas n=0, 1, 2, =) 
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则 5 b, < +оо, 
ЖЕ 20, СІ, (E)E 
|ва = +оо, 
则 可 造 出 f, EL, (EE 
(КОЛГЕ +оо, [оа +88, 


从 而 积分 |,f1…gdrz 不 存在 下面 来 造 1 
由 | оа + содр 
>п], faz<| fods- 2], frgdzx 


<®т+1)], fdz= Хп], jaz+ | заг, 
HIEL CETA SELCE), B| а +оо, А 
有 Zaf, fdr= +оо, 


记 aeh fdz, 有 Упа, = + co, 


对 于 使 得 ME, = 0 HERTZE, ДЯ ME, DOKE. 
造 f,(z) 如 下 ， 


а, 
mE, 
f Ca) = 


~а, 
тЕ„? TEE”. 


其 中 тЕ„>0, ЖЕ, E,” 使 E; U Es” = E,, Е, П E,” = $, 
mE,’ = m E,” = mE 

记 E’ = JE., Е” = Us { 
Ш/,>0(жЄЕ/), fi KLEE”), 

下 面 来 证 明 思 ELa(E)， 但 | .7 .gdz 不 存在 ， 


H [а= Zl fidz= Уут тЕ, 


- уа 
Е > mE,, ° 
而 а= (Í. fdz) < mE,» fa 了 2d7 = mE,» b, 
从 而 有 | ñas У S< к< +оо, 
但 аав | Poaz= 卫 | „ай 
>> | nes Dr me 
= Zna,= + co, 


[оа | C ri az = = 


> 5af, {= н Б. mE! 


‚147, 


= En + со, 


从 而 [figdz= f oaz-[ аео 


= +cc=— (+ eo), 

即 | ,fgdz 不 存在 。 

以 上 的 证 明说 明 ， 当 [>>0，9>0 时 ， 荐 积分 | .gdz 对 任 
意 的 EL,(E) 都 存在 ， 则 必 恒 为 有 限 . 

对 一 般 的 人 9， 着 | . 九 gdz 对 一 切 fcL: 存 在 ， 则 | iode ， 
也 对 一 切 f :存在 ， 从 而 知 ， 对 任意 EL:，| jodem 
| -ar 至 少 有 一 个 为 有 限 。 而 南 上 面 的 论证 知 两 者 均 不 会 
为 无 限 ， 所 以 积分 | .7"g:dz 为 有 限 ， 同 样 ，| .7.g-dz 亦 为 有 


限 。 从 而 | .7.9gdz 为 有 限 ， 
D EG, =| ,fgdz 对 一 切 1ELs(E) EAER, 
9Є1,(Е), 7 

由 | f 0459—41 EL DEAE MAg EL, E), аЛ, 
乎 处 处 有 限 . 

9% lg|<n, 

E =. iw 
ЖЯ9,(®)->д(т)(а+е+), Ск). д,(х)->](х), ENE), |f'g,l 
<|f'g|, 17-9] ELICE). (f EL,(E)), 

. 148 ° 


应 用 控制 收敛 定理 有 
lim| у.а | foaz (EL. 
即 (9, f)—(9, 1) CEL). 
а AG) = (g, Р, GEL). 
则 {4,( 旋 } 是 L:CE) 上 的 线性 有 界 泛 函 序列 , CHEA ELE) 
都 收 剑 。 由 题 2 证 明 的 定理 知 存 在 常数 M> 0 使 
LAPI = 149 HIEM, С. 
从 而 有 19, up (g,,J)| SM. 
Вр [01 <M С-и). 
| as <u: и). 
ПТН Р.>, 02-02, 应 用 法 都 引 理 有 
[err]. 
即 191 <M, JEL, (Е), 
[ 注 ] EBAL 1。9dz 对 LoGp>1) ЙГЕ НЕ, Ml 


1.1 
261+ т" 1). 
证 O 先 证 明 若 | r. gaz 对 一 切 fE LeCp>1T 存 在 ， 则 必 


为 有 限 ， | 
若 不 然 ， 设 对 某 fE Le 积分 | 7+ odz= + oo. 则 必 存 在 fi € 


L| fi gdz 不 存在 。( 先 不 妨 设 j>>0,9> 0)。 
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记 Б„=Е(п<д<п+1), (1=0,1,2,+) 
则 E= UB,. 
HIELKE), A 
[раг [а= > [Е fdz< + со, 
记 b= |, РФ, W 
En 
У b,< + co, 
#f 1 .oaz= +оо, 由 
之 "| 1az<| j • gdr< > (n+ pf. Їх 
= х "|. Ma + | faz, 
мі ELOSDAI еш Ж] ,fdz 之 + о 
Zef, fdr = +оо, 


记 а= [ fdz, 
则 Уј na, = + co, 
造 f 1 如 下 (以 下 只 考虑 使 mE,>0 的 En,)， 


а, 
mE? TEE 


f = 
=a, 
mE,’ z€ Er, 
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其 中 mE>0, E,= EU ЕТ,БҮ ПЕТ = $,mE; =mB! = 1 mE,. 
(使 mB, = ОВЕ, ЕГА, = 0) 

тй |а Z| лае У ШИ -,мв, 

而 at= (Í. 1az) <| f'dz + (mE, XE 


= |, f*dz + (тЕ„)?7! =b, • (mE,)°"1 


i a, = 

жт |а Б. mE,< I b, + (тєр! 
* (ME) ?= УЬ, + co, 

ВЈ, ELE). 


但 是 [m . Widz= |), . т >| gaz 


a, 1 
> 了 中 pa- УЕ m= н 
= +оо, 


|К 9)-dz= | f1) + gd = >с! gdz 


а Уп] „СЛ эйк= Уюк mE = У, 
= +оо, 
从 而 Í: 。 odz-| df 。 Dde- |, DREE. 
对 一 般 的 -9 可 同 前 面 一 样 进行 讨论 ， 
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上面 的 论证 说 明 ， 车 | 7+ gdz 对 一 切 1E Lo(p>1) 存在 时 
它 恒 为 有 限 。 
D EO, D= | ° odar ELDEN AR, W 
1 1 
9614(2+-—=1). 
_[ 9 |9|<п, 
< =Í, |g|>n, 
由 gE€EL1CE) 知 9 几乎 处 处 有 限 ，g,->g《a.e.), H |g,| <и. € 
LE), jg s 对 每 个 4 有 界 。 从 而 
AP = 69, = | 1+ айг 
是 L, 上 的 线性 有 界 泛 画 。 由 于 对 每 -fc L, [ r. ойсо, 
117.911, (Е), Hif 9.1<17 gl, fgn>fgla.e,)。 应 用 
控制 收敛 定理 便 有 
limf f + oaz=| £. gdz, 
Вр 4(D-=(f9) GELD). 
即 4,(j)} 对 每 个 ELoCp>1) 都 收敛 。 从 而 存在 MX>0 使 
ГА,СР =I DIM, Сп, |]›<1). 
所 以 有 lgl a = выр | (7,9) | =snp | A,(f)| <M, 
1 ь <1 "fi <1 
(Hn). 
[„!Ф4Ф<м*%, с). 
而 |g]~19|(a.e.)， 由 法 都 引 理 知 
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`a 


[л азар [11а ме, 
Е n E 


即 f etar<wm 
lgl ,<M, 
g EL (E). 


6。 凡 规格 化 正 交 系 至 多 是 可 列 的 ， 

证 ” 即 要 证 ZL:[4, 扫 中 的 标准 正 交 系 至 多 是 可 列 的 。 

我 们 知道 L: 中 存在 稠密 的 可 列子 集 。 TWA = {if 
6). ТІ, 

设 8 = {@。,4E1} 是 Ls, 中 的 任 一 标准 正 交 系 ， 则 当 e= i 


有 
lo, 01° = Jo]? + lod = 2, 
о. -oq = WE. 
对 每 个 0,(a ЄТ), ЕУ ТІ, ЖЯ, Є 使 
lf, -oj <e. 
теу 2, 这 时 ， 当 esx8 时 有 


4 
If. = fnd > о. од ~ l. = 1} ~ о 


> - >, 


这 说 明 f 三 f,,。 即 不 同 的 0《a ED 对 应 于 不 同 的 f;。 从 而 知 
Q = {Oas aElT) 与 吕 ={f1,f,,…} 的 一 个 子 集 对 等 , 则 2 至 多 为 


可 列 。 
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Ta 设 {ok(z)} 是 La,b] 上 封闭 的 规格 化 正 交 系 ， 则 在 [a,b] 
上 关系 式 она) = + co 几乎 处 处 成 立 。 


k=} 


证 ”用 反 证 法 。 若 不 然 ， 有 mE( о) <+o)>0,F 


是 必 有 正 数 M 使 mE(z | S ot <M)>0, 
记 
Н= sÍ P ot(z)<M), 


则 x(H)>0. 
取 H 的 可 测 子 集 H*， 使 ?<mH" <i, ELR 


А, =ЄН", 
TORRI meaai АС 50 


WELs, Ifl? = усаг = At + тн", 
а = (соо, со) dz) (|. A + оса)? 
= А? (Га о, (х)йх y 


<A? mH”. fip о? (х)ах, 


Sai<AimH' У, [н ot (z)dz 
大 一 1 


天 一 1 
= тн" fye (Зон) )az 
k=1 
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<A? e mH'.M. mH*< 2 Азтн", 


而 Ifl: =А: тне -Азтне > Dat, 


ш >а. 
这 与 {0:Cz)} 是 封闭 的 规格 化 正 交 系 的 假设 相 了 矛盾。 所 以 必须 
有 mE(z рэ оа) < + со) =0, 
к= 


8。 在 上 述 的 条 件 下 ， 对 于 任何 可 测 集 e 其 测度 m e>0 的 党 
RÈS оог = +оо, 
ER MEANS MARIDO) = +co 在 e 上 几 
乎 处 处 成 立 。 从 而 对 任意 z 有 к 
Zf ao az=| z ola) dz>| піт = пьте, 
РРЦ Фп» + co 得 
X | tea = +оо, 
а= 直接 证 明 。 用 反 证 法 ， 若 不 然 ， 则 必 有 某 正 测度 
же, 使 È| омео, 
记 000) = ої), 便 有 
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| о‹ж)йг+ > | əteyas< + °°, 
这 说 明 9(z) 是 上 的 非 负 可 和 函数 
由 积分 的 绝对 连续 性 ， 对 二 ， 有 6> 0， 使 得 对 任何 e Ce, 
只 要 mel <6， 总 有 | 
We 
ИНА атна, нтн>о, W || gaz | 


<. RICI) = pa(z)， 其 中 


l, TEH, 


Pale) -{ 0, =Є[а,ь]-н, 


f|? = mH. 1а 
b 
a, = бә * @, (z)dz = f oaz, 


а= (о. са ) <mH . | ioaz, 


> ali<mH. ALO 


k k 
Е 1 
=тн|, 9(z)dz< mH, 


而 lf! =mH, AT 
П? = mH>--mH> Z al, 


k 


Ш*> Жа, 
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H (о (с) } ЈИЕ ЖЛЕ ЖЖ ОНР, JN MEI Y x 
任 一 正 测度 集 e:， 必 有 > f oraz = +оо, 


9. 有限 函 数 系 在 ZL* 中 不 可 能 是 完全 的 。 

证 设 F={f，…fw} 为 民 中 有 限 函 数 系 . 不 妨 设 为 线性 无 
关系 。 

用 施 密 特 正 交 化 手续 可 作出 与 F 等 价 的 标准 正 交 系 8 
= {0,,:",00). Q 与 F 可 相互 线性 表 出 .9 与 F 同 时 为 完全 或 不 
完全 。 

下 面 来 证 明 Q (从 而 F) 不 可 能 为 ,中 完全 系 。 

若 @ 为 L, 中 完全 系 ， 则 亦 为 封闭 系 。 从 而 对 Ls 中 每 个 f, 均 
可 表 为 & 的 线性 组 合 


f= D см, (сь= (f ,o,)). 


k=1 


下 面 来 证 明志 :中 最 大 线性 无 关 函 数组 所 包含 的 函数 个 数 
不 趣 过 N。 从 而 得 出 矛盾 。 
Bp, On MSNA, 中 任意 一 组 线性 无 关系 。 它 们 都 
可 用 8 线性 表示 。 设 为 
Ф,=а,,@, + +G уу, 
Qz =G; @) + = +G; ууз 
(m=N) 
Pm = AmO; + *** + Охо, 
由 于 矩阵 
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Gi ° Чуу 


а, } ... aN 


ан e аһу (тх № 
В КОМ, т ТН h 34 YN FPE O. 其 他 的 
{тї Ж] ИЗХМ АУ {ЕЖЕ ТИ ШЖ л. Am mK Ж 
RO Pn PEZANT TREK. RAAT L, 中 任 一 函数 
RESAN ERETRK. Xi L PRERANA REL 
关 函 数 的 函数 系 的 结果 相 矛 盾 。 从 而 知 有 限 函 数 系 F 在 工 :中 不 
可 能 是 完全 的 。 


10, 设 {0.(7)} (k= 1, 2, °° nn) 是 一 个 规格 化 正 交 系 。 
又 设 1(z) EL, 。 对 于 线性 组 合 > Ао, (г), {ЕЙ Ж 


| 1- > Ao 
时 取 最 小 值 。 
证 记 
c, = (f, @), 5, = > сую, 


kæ 


， 则 此 范 数 当 A4= О, ©) (к= 1, 2, s, n) 


R,= У Cr- ADon。 


k=1 
而 f- Ў Ано > ско, + D Cr А)® 
k=; keel kat 


=f- S, + К, 


ГЕЯ 


k=1 


2 


=(f-S,+R,, f—S,+R,) 
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=(f-—S,, f~S,)+2(f—S5,, Ra) + (В, К„), 
由 于 (f-S, ®)=0, (=l, =, п) 
(f—5,, R,) = 0. 


知 0-5, 50=0, 
| + |= 


: 


“= [i-s 


从 而 |;- S Ao 


А n 
+ >Z C, — А) °, 
kl 


л 
= ff- D co 
k= 


所 以 i- ле]! > |1- Хој, 
|1- а |> |1- Хо). 
Acos, ар, =s юн, |1 2 Ao, [wana 
t |r- Зоо), 


kl 


11。 设 {ox(z) } 是 一 完全 的 规格 化 正 交 系 。 假 如 {gpx(z))} 是 


工 ,中 满足 
F Госа) а) таг 
的 一 系 函数 ， 那 么 {gi(7)} 也 是 完全 的 。 

证 已 知 {fox(z)} 为 一 标准 正 交 完 全 系 。{px(z) } 满足 
Ele, wl = S [с-ро аг, сж) 
Bo EL, Н, ад бду 2, +). H 
| «197 s 


(@, @,) = (Ф, ф,) + (Ф, о,—-Ф,)=(Ф, о,—Ф,), 
有 |(Ф, o,)|?= |, 01:9)) elopl eo, –Ф, 1°. 
> |C, oD lel Уо, Ф, (2, 
kl 


# фФ=®0, Ф| >0. HOR 
> (y, o) <lo]? У 12, ~, |<, 


к=з 


而 {04} 为 完全 系 ， 也 是 封闭 系 ， 应 有 
le] 510, 01? 


kel 


АШ фі = > 109, о) <, 
这 不 可 能 。 所 以 必须 Ф=0. Хе, } 为 完全 系 。 


12。 设 在 [ ~x，7z] 上 有 函数 1(x) € L,, f(E + 2) = (ж), 
Ж 
а =| E+ 1G- Da, 


则 函数 列 gn《z) 在 [ -л, z] F3F3J0C9 L, 中 之 一 函数 g(7)， 
H 


lal<it: ta, 


kaa" Sarem. 
证 由 于 f(x) EL,[ - zx, л], ЈС) 


1, cosz, sinx, +, coskz, sinkz, ++ 
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的 福 氏 级 数 为 


+ У) (а,соз kz + b,sin kz), 


其 中 а,=-1(], coskz), b= Le, sin kz) 
x л 
(к= 0, 1, 2e). 
f(z) 的 福 氏 级 数 的 部 分 和 


N 
Sw(X) = =+ 之 (а,соѕ kz + b,sin kz) 
kl 


均 方 收敛 于 f(x)， 即 
ISu) – ](ж)|>0 (CN->co)。 


知 = a (SÈ S attep) 


由 于 | Sw(z) — fGz) |->0 EIE + 2л) = f(z) 可 知 
[E + t) ~ Sy(z+t) |>0, 
[F(= t) — 50 t) |0, 


记 K, v(z) = [Кыры сыя 


(оо) 


а) = |, Matn- IC Dar, 


易 知 9g(z) € L,[ — z, л], 
以 下 再 分 三 步 来 证 明 。 | 
(1) |К, v(z) — 9.02) |—>0 CN->co， 对 1 一 致 成 立 )。 
先 证 明 ， 当 n 固定 时 有 
IK, vG)— д„(ху[>0 (CN->co)。 
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IK, xG) ~ 2) |= | [esp sg D 
Р fearD-ftz- t) a| 

= | [AE at 
Jed sre- | 

q [estesa а | 

AF Gss; s= B РУ |. 

而 (esp SGD ау 

<(x 一 


EDENEDA 
Df t? dt 


«лп @(к+)-5у(®+0)%@—0, (N>), 
° 


从 而 | [a | 


中 (2290-35520 at) ах 


š w] [,@@+ю-5м@ +t)?dtdr—>0, (М—>оо), 
同样 有 |12089 aaj ы 


总 之 有 IKa лб2) – 0360) 1-0 О-оо, п). 
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TERREI ERN п 6 — йу. 

首先 证 明 |K, м, (z)-— K, м, (E) 1-50, (Ni, №, оо, X} 
п — 8), 

H Salat) ~ (2 0) 


N 
= (> + > (a,cos k(z + t) +b,sin k(z + t)) ) 


N 
- (= + > (a,cos k(x- t) +b,sin К(х— D) 
1 


N 
= > 2(—a,sin kz + b,cos kz)sin kt, 


1 


知 K, лбх) = | a 


a 


= P наре +b онто), sinti ar, 
1 


К, л, (z) — К, м, (т) 
226 a,sin kz +Ь ш! sitiar, (N,>N,). 
记 Ja sin kt 1t = А, 


MJ 1К, x C7) ~ К, м, (z) | 


ADNE asin kz +b, co 


№ 


本 рынын ра 
„АГЫ (аф+Ь }А!,, 
. а 
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гс kr gi 
而 arel зама. sin q, 
a £ z t 


т 


设 Lr< EL +r 《I 为 整数 )。 


А «|, Жалы" St tay 
"= Je 4 а Ё 5 


Ы i 


Wa sin t df 4.. + 全 sin t gg 
derr É G-r É 


= 4 3L+ 1 ў sin t 
кое | аси 


РЦ ЗЕЯ SA sin t 
FER К-ға, 


Г int Ё sin t 
从 而 |A, <Í sin f 
14..| ПИШЕТ о (L+ 1)x+t 


© sin t © sin t 
= = la 
<f; t 02, (4 ]; t ). 


[Kn m G) ~ К, s, Cl<av 元 V 位 ба? +b?) 24 
š м 


йк EE 
=44 уту Bat+bt) —0, (Ni, N,—oo) 
КД 
ОЎ п — 90), 
由 于 1К, м, (ту-К„ м, (7) 1-0 Ni, Nao), 
知 К, N, (z) ~ К, м, G) => 0 Ni, М,->»со), 
必 有 PEL C-n, л) 使 K, х(шу==>Ф„(х), TQ ELE 
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ЛК, м(2) – 9,02) |->0 (N->oco〉 知 必 有 K, у(ху = g,(7) 
(N>), ТД ф(х) = g,G), K, (E) => 9,02) (N->co)。 

对 任意 s>0， 存 在 Nu， 当 М,, № >м, 

[K,. x, (z) — К, v, (0) |<e (对 n 一 致 成 立 )。 

HFK, у, (z) — Kn, м, (z) =>K,, x, (£) ~ g,Gz2) , (N,—co), 由 
法 都 引 理 有 

ПЕ, m G) — g,(z) |< sup К, v, (а) — К, x, (z) е? 

(N,>N,, 5—00). 

Вр |К, v (7)— 9.02) |<e, (NSN, — 0). 
Э ВД К„ у(х) - „(ху 1-0 (N— + co， 对 n 一 致 成 立 )。 

(2) | g,G) - 9,G) |->0, (т, m>), 

З}{ЕЖЕ:>0, FEN 当 Ni 三 Ne 时 有 


| gz) — К, v, (z) I< 
| 9„(х) ~ Kn, у, (z) |< (对 一 切 n，m)。 


从 而 19.) – g,CG)|<Ig,()- K, v, (2) | 
+|K, x, G) - Ka, m G)| + || Inl) — К, м, (z) | 
<E +| K, x, G) — Km, м, (z) |. 


BEN I, 
К, м (2) —К„, м, (т) 


NI 
一 之 2(- a,sin kz + b ,cos mf занга, n>m). 
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1 


" А її, 


п 


记 АЧ, =Í 
L, 
aa ami || ЭЕ зд, 
[К у, (z) — K,, у, (z) | 
R u ——— 
=Z 5 (а? + bA, 
sin kt ` sint 
a ~ |" Sin 12 
然而 a. | Эни f. г“. 


щІ<К<М, A 


k 
im AG = lim [itat + k 
lim Д0, = lim |; dt=0。 (m 9-0). 


m, n-o mine Jt Ё 


从 而 lim [К„у, œ- Км, (2) | 


= lim у а toD CA) #0. 
1 


lim | 9,62) ~ 9б) | 
<+ im |k, м, (£) -Km м G) |<e, 
由 于 可 任意 小 可 知 
lim |„(®) ~ 96) |= 0, 


这 说 明 有 9g(z) € L,[ —z, луи.) 2.960). RINE 


96) = Karn GD dt, 


则 1 9,02) ~ 902) 1-0. 
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(3) ПЕНИ элга, 且 乘 数 [ Hia 不 能 再 


减少 。 
H FIK, v(x) — gC) | 一 0 (N> + оо) 对 于 一致 成 立 。 对 
任意 s 之 0， 当 Ni>>No 时 有 
ІК, м, (0) ~ gn(7) |<e С-и) , 
| gC7) |< |9,62) – K, л, (ту |+ | K, у, Со) | 
<E +] K, (х)| NSN, — јн), 


N; 7 Г 
而 K, м С) =2 > ( —a,sin kz + b, cos кә, эл dt 
i > 


М, 
=2 之 (- а,5іп kz + b,cos kz)A,,, 


IKa, n wlay енерд. Aito 


对 固定 的 Ni,， 当 1 和 KK< Ni 时 有 
ne a 14 
lim A, , =lim [2t at= lim [, Snt at 


so поо яо 


= | "Bin t ç, 
0 £ 
вт 1 
而 | зага | sntar+ | sin f jp 
° t о t т t 
kx : 
+f sin t it 
(веат t 
sin t sint 7 
=] 一 一 dt + 
[тене Шы 
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sin га 


rofi 


sin t 


二 
“POD Ж Datt ° 


Er <š n Qi 
[| Шай SID д „д, 
І 0 t 


0 


从 而 lim [А, K| = llim А, | 


u |7 эш ш] <А, (ї<к<М) 


0 


E. л 
йт |К, m (z) | =2/ л lim V5 (ай + b) (A,, ,)2 
< ень (а? + b2)A? 
=2у/л енн (0% +04) <A fl 


š а? ® 
(m 1155 5 о +60]). 
1 
=] N >N, Bf 
lim| g,Ç%)|| <e + lim |К, м, G) | <е+ 24 |7, 


有 lg <e+2A]J/|, 
由 于 。 可 任意 小 ， 
[ас 1< 24171. 


而 24- 2 ea sinta p S= dt, 
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tasiti |" “чш. 


тшн) ,9dt 不 能 再 减少 。 


J f = cos z 时， 
cos(z + t) — cos(z — t) dt 


TOEN г 


=-2 sinz| tat, 
i 


9.02) + g(%) = — 2 sin z fia 


0 
== 2 Дѕіпх, 


[91= 2Alsinz| = 2Alcos z] = 2 Alf 


spif “ш. 


这 说 明 当 了 = cos 时 ， 不 等 式 
ПЕ 


取 等 号 ， 即 说 明 乘 数 | 20а: 不 能 再 减少 。 


13。 设 在 [a ,b] 上 f(z) 属 于 L。， 在 [a,b] 之 外 
fecz)= 0. E 
m 1 + 
осо = 1-7 tepat, 
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Ж [Ф| <fl. GEBR D, 14 题 ) 


14。 在 前 题记 号 下 , 34 h — 0 时 函数 gp(z) E L, 中 平均 收 
AFI). 
证 不 妨 记 
(т) = фт) = 去 | ай, 
(1) ПАА 


ш (ж) =G. roya): 


== (| оа)" 
«2а ош 


=, š 
页 ‚Рой, 


йй таса сюй) 
b 
<| Poaz=1fP。 


从 而 得 191=1 大 1 

(2) lim jo- fl= 0. 

由 于 fEL,[a，b]， 对 于 任意 2 > 0， 存 在 gECra.b] 使 
1f- gl <e, (Riig 于 [a,b] 外 也 为 0)。 这 里 g 依 于 e, 
暂时 固定 2 和 9g。 
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хо, Iri: 
gx) = >| aoas, 
易 知 gx(z) 也 是 [ а , b ] 上 的 连续 函数 ， 即 ge(z7 ССГа,Ь), 
Іф = 17 flSin- gilga- alig- fl. 
п | (10 о) 0-0, 
由 (1) 知 17-91= G-A 01<е. (对 任意 
h). 
对 19-91 (se、g 暂 时 间 定 》 


олс) |. dts 0110, 
由 于 g(x) 于 [a， 0 一 致 连续 ， 有 
lim «(ху = g(x) (CF Га, b] 一 致 成 立 )。 
从 而 有 іт |9 91* = limf (ggas = 0. 
lim jg,-g|= 0. 
һә 
于 是 |e@-/]|]=|/f - 1 
<|f,- g 1+ lg- 91+19- 7 


<2е+|9-91 (对 任意 h)，。 
从 而 有 lm [75-1 < 22+ т [90-015 2ге, 


再 由 8 的 任意 性 便 知 
Лт [Ф- Л = l -41= 0. 
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15, B ТЄ Га, Ь1(р>1), [(ту:р[а, blz. Ж 
hadfi raya, 


则 If , < p = If lo $ 
В. шй = = 0. 


5 以 下 yl 中 的 p 略 去 。 17 | 是 指 所 讨论 空间 里 的 范 数 )。 
证 (1) ПАЛ. 


由 于 [neo е ауа 
<> (| oan (аа) 
«у лш) 
(00) игу), 
келеды 


ipe 
=k], сораг, 


从 而 有 fiin а<[(А_['°*ү'а)а 


< Јл, 


1 
P 


即 有 [AISI 
(2) lim|#-f|= 0 


对 任意 > 0， 有 gECta，6] ( 取 g 于 [a，6] 外 为 0), 使 
“172， 


17-012. 暂时 固定 e д. 
对 9， 作 hs: ° 
ок 1 воо, 


知 ga) ЄСГа, Ь]сІ,„а, 61. 


由 于 1-0 |1 (70) -900)ае =d- 


由 (1) 知 17. 91= 10-951 <17-91<е. 
从 而 有 [1-1<22+19.-91 ERRA). 


而 в.) = 让 | ай = g€ + 0h), G0| <D, 
2h Jz- 


由 g(z) 在 [ae，b] 上 一 臻 连续， 有 
limg,Gz) = g(z), (于 [c，b 一致 成 立 ) 。 
从 而 有 lim|g-gl=0. 
lim |0, f |<2e+lim [=g |= 2, 
Heb RHE: 
lim | -71=0. 


16. 证 明 空间 L(p>>1) 是 完备 的 ， 
证 0000) E LCE) 中 的 基本 序列 。 即 | 亡 - 州 ->0 
. (n,m>co)。 下 面 来 证 明 存 在 fEL。CE) 使 | 一 州 一 0. 
由 [一 所 一 0， 必 有 所 一生 一 >0。 这 从 
| -Plan> ТАЗА 


ЕСІ? "fal >o) 
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OMEC- 1,120) 可 知 。 再 由 ch4。5 题 知 存在 E 上 几乎 处 处 
ERETAROL =f. 
ШИЙ -flo FELE). 
в 10-71-20. ЯМЕ е0, ЖЕМ Щип, т> 
lfa- f, |<. 即 有 
人 -par<e (n, т>), 
H Tf,—>J, 存在 (m) От, Ст, С) 使 六 一 fase.) (i> 
о), ЕЖЕ И (п:>М) 
fa~ f. —f,—- f G,e,) (тоо), 
(ў. f, e> |f,- fl? (а,е„) (mi>), 
且 当 n、m; 之 N 时 有 
| |f,— fn: [Pdz <er, 
E 
ХНЛ fn 1?} Ca 固定 ，mm 变 动 )， 应 用 法 都 引 理 得 ， 
fol flede<sup [| 1. та) е n>N), 


即 得 lfa- jie (>N). ZRA If-i, n>), НА 
FELE). 


17。 证 明 空 间 (р>1) 8:56 60. 
1 证 = (GZ, zy, s.) = (z, k=1, 2, +}, z,€ 
p (n=1, 2, =), HA 


æ 1 
12, ~En [= (S [2,0 - z |°)” 0, (n, m—> co), 
т=з 
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下 面 证 明 ， 必 有 zEz 使 lp,- alo, (n>), 


1 


由 аа 1а)? —0, (n, тоо), 


k=1 


知 (200, п=1, 2, +) 《k 固 定 ) 是 基本 收敛 数列 。 从 而 必 有 
xfr >x, (поо), 18 
г= (13, zi s ху, e) = (r). 
ТЖЕ len z| —0z Elp. 
HF |z, 2,1-0 (п, тос) УНЕ ЖЕР0, FEN, 34 
п, т> М8 


а, -zol (È -a]l 小 <e。 
从 而 对 任何 自然 数 r 有 | 

(5 ару (п, т>), 
由 于 r 为 有 限 数 ， 令 mco 得 

(Y: [sz ) <e n>N). 
再 令 r->co 得 

(> la-a) <e т>, 


Bp [z,—z| <е, (n>N), 
从 而 有 г=(х—-т„)+гт„ЄЇр, 
Н [х-х[-—>0 (о), 
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18. ERRA) с = {х,}—|х|=зир{|х,|}<+оо—— H 
ЖЖ, Зо АЮ. 
证 бх, = (z, k=1, 2, +) (=1，2，…) 为 有 界 数 
列 空间 m 中 的 基本 序列 。 即 
lEn = Enl] =зир{|хЭ-хуо|}-*0 (п, т->оо), 
所 以 对 每 个 kx 有 
Гаки а | sup ja ~ ж] }-*0 (CA m—=co), 
АЗ ИК, (zo, 于 =1，2，…)} 为 基本 收敛 数列 。 存 在 z' 使 
z >x, (п->оо), іп 
Z=(Z, Z. +, шу S= {,}, 
ИЕ ЖШН [z,— 2] —0, (п>), Hrem, 
H 12. —х„ |=sup( жү?-хү?|}->0 (п, т->со), 
ХИЕЖЕР0, FEN, щи, т> 
а, z, = sup{ |z ~ Zl} <е, 
从 而 对 任意 Kk 都 有 
|т{?—х?|<в (п, m2>N), 
令 m->co 得 ， 
[r z | <s, (MSN) СЕК), 
有 sup{|s =r, |)<#g MSN). 
В [х-т|<є (n>N), MMA -rcm (n>N), z= 


(=-21,) +х,Єт, H |t- z| —>0, (n>), 


19。 设 [co， 纪 上 的 连续 函数 的 全 体 是 C， 若 取 C 中 1 的 范 数 
“176， 


1 = max|fCz)1， 则 C 是 一 完备 的 空间 。 
证 即 考虑 [o，5] 上 连续 函数 全 体 Cfc，b]。 范 数 规定 为 
171=max|f(z) | 。 易 知 Cfa，b] 是 线性 研 范 空间 。 现 证 明 它 是 


完备 的 空间 。 
设 { 加 (z)} 为 Cra, 5b] 中 的 基本 叙 列 。 即 上 ;一 fn ->0Cn, т 
оо), ЖЕНЕ ССГа, blt |7, ~ Л 0 (п->со), 
对 任意 的 zE[a，b]， 由 于 
С) 一 加 (z)| <max|f"(z) ~fn(z)| ->0 (т, n—co), 
知 {f,《z)} (对 任意 固定 的 xE [a，b]) 为 基本 收敛 数列 。 从 而 有 
ZIC), 使 1, (Xz)->f(z) (n->co)。 当 在 [a，b] 变 动 时 ， 就 得 
到 了 [a，58] 上 的 一 个 函数 (7)， 使 f, (x)->f (zx) Gera, bJ). 
下 面 来 证 明 f(x) EC Га, 6), Hifa 1-0 (no), 
对 任意 se>>0， 存 在 N， 当 n，m 宇 N 时 有 
lfa- f, = max|f,(z) = fala) KE, 
Ат] — Ис Сга, БЖ 
РС) – fna) | <E (и, т>М), 
&т->оо{ $ 
|h- бк) | <e (n>N). 
它 对 一 切 YELa，5] 成 立 。 这 说 明 f,(7) 在 [a，b] 上 一 致 收敛 到 
f(z)， 从 而 知 f(z) 为 [a, b] 上 的 连续 函数 ， 即 fJCz) € CCa, b], 
Ав ` 
тах|].(х) -f(r)|<e n>N), 
ШИ, А «е MSN). 这 说明 打 ,一 诈 >0 (n=), 
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20。 如 果 在 函数 集 4 中 不 存在 异 于 零 的 函数 而 与 函数 系 
{pi(7z)} 中 所 有 函数 成 正 交 ， 则 称 {g ;Cz)} 在 4 中 是 完全 的 。 在 
《R) 可 积 的 函数 集中 为 完全 的 规格 化 正 交 系 未 必 是 封闭 的 。 

证 以 (R) 表 示 (R) 可 积 函 数 类 。 即 要 找 出 函数 系 {9.(7)} 
CCR)， 使 {ps} 在 (R) 中 是 完全 的 ， 但 在 (R) 中 不 封闭 . 

在 区 间 [0，1] 上 讨论 ， 取 定 其 中 具 正 测度 的 完备 朴 朗 集 忆 。 

Tt 
定义 函数 фаб) = Z, 其 中 
l, TEE, 
0, z€[0, 11-Е, 
Mp ELLO, 11, Пее [=1, G, eo = [| p.02) az = RE. 
由 于 9p。(z) 的 不 连续 点 全 体 互 具有 正 测 度 ,， 知 pi(z) 不 (R)? 可 积 。 
县 任何 满足 f(z) = сф, (х) (are) (cs0) 的 jz) 亦 不 (R) 可 积 。 

E S=(g|(g, Фо) =0，9EL:[0，1])}， 

{Һ(ж)} G= 1, 2, +) 为 有 理 系数 多 项 式 全 体 。 对 + 
fal), ERRETA) 


9.60) = fa C2) — 


Фк(х) = Í 


ЕЧ” Фо), (т=1, 2, +), 


1 


BJ (9 Ф) = (f, %)- mn 


(f, Po) Cl, Ф„)=0, 


(п=1, 2, +=), 
Bg ES(n=1,2,…)。 且 {9"} 在 S 中 稠密 .事实 上 ， 由 于 {f,} 在 
Za: 中 稠密 ， 从 而 对 任 一 9ES， 必 有 {f,} 使 得 
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[7.,-0\э0, (оо). 
而 О, Po) = Cfr, ~ 9,90), 


| I 1 
从 而 19.. = 9 = |f,, — 9 батга 1,,-9,Ф,)! 


7,91-0,06»), 


1 
< 17. ~— 
zalt 


所 以 {91,} 在 S 中 稠密 。 亦 在 S 中 完全 。 对 {9,} 施 行 标准 正 交 化 手 
续 ， 即 可 得 S 中 的 完全 标准 正 交 系 {fp,}(a = 1,2,…)。 由 于 每 个 
9 ,是 某 些 9, 的 线性 组 合 ， 从 而 (= 1,2,…) 也 是 多 项 式 。 即 
{Ф„,п= 1,2,++}С(®), i 
由 于 有 Po EL2[0,1]，qo 夺 0 而 (go P) =0(®=1,2,+), 
知 {gr,n=1,2,…} 不 是 L,[50,1] 中 之 完全 系 。 
但 可 以 证 明 {p,} 是 (CR) 中 之 完全 系 ， 但 不 是 封闭 系 。 
事实 上 ， 对 任意 JEL:[0,1]，| 州 二 0， 若 (1 ,9,) =0,(п= 
2,5). 则 
C- CÍ, PaPa Pa) СЇ P) ~ (Ї,Ф„) lpol = 0. 
所 以 f ~ С ,Ф,)Фо ES, в’ 
CÍ- С, Ф) Фа, Ф.) = (Ў, Ф.) — (Ї,Ф„)(Ф»,Ф„) = 0, 
| (п=1,2,.) 
ШР {Ф„,п = 1,2,…} 为 S 中 完全 系 ， 所 以 
Ї- (Р,ф,)ф, =0 (a.e.), 
В /=(/,Ф„)Ф, (a.e). 
ПСГ, p)? = 13222-0, ВС, Фо) +0. БТР] Е (К), 这 说 明 若 
Є СК), (7,Ф,) = 000 =1,2,..-). = 0. 8 {pa} G= 1,2,---) 
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为 (R) 中 完全 系 。 
但 对 任何 1 € CR)， 只 要 (f, oo) 冯 0 (如 可 取 f 持 1) 就 有 


ПА 222 5) С7,Ф) 2 = С,ф,)° + У) С, Фф) У) (Р.Ф)? 
ЯФ.) (п = 1 ;2,…) 在 CR) 中 不 封闭 。 


21. Жї1<г< р, „СГ, 
证 #т(Еу< + оо, p>r2>1. f(z)€L,. 


шт | аа |С 10а оо, 


9 


WIELE, ( 卫 >1)。 卫 的 相伴 数 为 一 = = 
1— — 
р 


TT >1. BRIEL, (Б), 从 而 
[а сла) (атташ), 


(| ғ! КОБА пча) (| лаху 
ш <I mE, (р>>>1), 
由 mE< + ceo 立 知 | Є1,(Е), 
[ 注 1]。 当 1 入 r<p 时 ， 由 于 
Ш A Ey 0, 


Km lifa- fl ,— 0 WHER |f.— 71,0. 
[ 注 2]。 若 mE = + оо, p>r>0. ЩІ,СЕ) УГЕ) 互 不 包 
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в. (详细 举例 可 参看 复旦 大 学 “ 实 变 函数 论 与 泛 函 分 析 概 要 ” 
P.273)。 


22. #1<ғ<р, WLL. 
证 T=, Er, En) El RIIKE BH relr 
>1). 


Hz €L, BID 2:17 +o, RESO, FENE 


D 1=['<е<1, 
从 而 有 |ж|'<1, |z|<1 GSN) 
H-p>r>1, # 
| [ра [а |", GSN). 
> |= |; uzi ea 
ісм i =N 
о №1 М-1 
从 而 有 У = > [zil?+ D |z, | < zl’ +e 
< + co, ° i 


这 说 明 zEl， FiA clor). 


23. Ўр>21, (f,G)) ELp. # „(жу р 次 平均 收敛 于 F(z)， 
FC) ELp M|:41<r<phh(f,(z)) ?次 平均 收敛 于 F(X)。 

证 设 f, EL,(E), ЕЄІ,(В), тЕ< +оо, Ң|}Һ„—-Р|-»0 
(п-»оо). НФ 1 r <р, Lp(E) C L, (Е), BR f,C€L, (E), 
FELE), В - 
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Ifa- F| ,< |/„— F| ,çmegy) 9), 
由 此 立 知 ， 从 if- Е „ОЕ If,- F|,-=0. 


24. BISP, х„=(д(®, ду, ао, e) ET,, 若 xt, 在 空 
间 忆 中 收敛 于 z， 则 z, 在 2 中 也 收敛 于 z 。 

证 #х,„={х?}Є, х= {zi} El,, p>r>1. H 22 题 知 
l,l, MAMAT Cl, z€t,. 

FEA len- 划一 0(2>co)， 则 对 任意 s>0( 取 es<1) ,存在 
N, n>N A 


1,21, (BD ls 1) <e, 


i=l 


从 而 当 n 宇 N 时 有 

D ePrice. 

i=1 

Га ~ zi ty |z%"”"—z,|<1, =i, n>N). 
Hp>r2>1, # 


[а -zi ?< асо, |", С 871, n>N), 
10-р lz |е, n>N), 
i=1 t-i 
即 leals (2 la-a) es n>N), 
i=l 
由 于 s 可 任意 小 便 知 


E,-—-z|,—>0 (поо), 


25。 如 果 数 列 {a4} 有 如 下 的 性 质 ， 对 于 任意 的 {zt} Cl, (р 
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SDRE D adik, Wa €l, HP +L, 
Ë 先 证 明 ， 存 在 有 限 常数 M>0, 使 对 任意 4 和 一 切 zE1 
恒 有 
| Za, |м, (Ы, = (Z 1®.1”)”). 
w a= (a, tty а, 0, 0, "e)s 
Wa Ei. H ERREZE 
Ах = (а), х) = 5 аа, (ELl), 


i=1 


Ë |Ал|= |а, | Ы, 


(ll =(21,1°)°). 
知 ，( 对 每 个 za)4z 是 z 上 的 线性 有 界 泛 函 。 由 题 设 知道 泛 函 序 
列 {Awz} 对 每 个 Els， 当 n>co 时 是 收 化 的 。 应 用 第 2 题 中 证 明 
的 定理 知 {A,z] 必 在 4 中 单位 球 {z| lzl ,<1} 上 一 致 有 界 。 即 存 
在 有 限 常数 M0 使 
зир (14,21)<М, Ст). 


1210 
从 而 知 | Хаа, | = 14zl<M El ,„(—3{йп,—=є1,. 
再 来 证 明 a CL (+= 1). 
由 于 1А] = |а, |<м. р], Heny ze, 


成 立 ， 特 别 取 
“183， 


ж“ = (д\", z+”, “es, 2070, 0, 0, с). 
la| 1ѕвпа,, k&n, а 
аб -{ ~ 1 = a 
ый ы r Mesas) 


BREl, ш, = (У al)’, 


Asz = У\ amp = Уа, |а, | 1sgna,= У) Ја, |9, 
1 1 


从 而 EAN е, 
=M. (Z 1a, 19, С Jn), 

即 得 (51! )#<М, сю, 

АЙ |а|у= ($ lanle Jë <m, 


1.1 
€L (二 十 二 = 
Tt 1). 


26. 如 果 {a4} 有 如 下 的 性 质 ， 对 于 任意 的 {zx}E1=1,, 能 
# 2 аси, WMl(a,) m, EBlsup(la,|)<+ оо, 


证 法 一 设 z= (zi，7z2， e Mego ee Niy zE1, 即 > а, | 
工 


< +оо, || = S |а, |, 


1 


记 а=(а|, а,, tsaka), a = (а, ,а„,0,0,-), 
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Ха, Е, ЕАН K 


n 
Az = (a™, x)= > Atr, 
1 


< вир {lal}. > |] 
1<k<n 1 


由 lAz|=|Zaz, 
1 
< sup {lal} lel 


ËD А.О), 上 线性 有 界 泛 函 。{4,z} 为 1 上 线性 
ЖУУ]. HARTA, (А.т) 对 任意 zel, 为 收敛 数列 。 
根据 第 2 题 中 的 定理 可 知 ， 存 在 有 限 常数 M>0 使 
14,z| <M. |21, С-и, — xrel) 

成 立 。 下 面 再 来 证 明 sup{lai|}< + оо, 

作 z = (zu), Дн 
OI k=n, 
Ё 0, kn, 

即 х®=(0,--,впа,,0,Э, В el, o| =1,(— 
п). 

而 А," =а,ѕвпа, = [а,|, (и=1,2,:-). 

从 而 有 |A,z° | = |а„| <M: [| = М, Сю). 

Ва, | <SMC— и). sup{]a, |} <M. aem, 

证 法 二 用 反 证 法 。 即 若 sup { |а|) = + оо, ЕВЕ 


x Pel, ii фр ы-ы = +оо, 
k 


由 sup{ 1as|}= +co， 对 任意 i， fg (n) (n, <n, <) 
(поо) |а, >i 0=1,2,--). 9 = (зор, 
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ене p к=п, 


z = (i=1,2,.) 


0, kXni, 
则 191 X etl г \звпо,,| = г< +, 
Врх = {z et。 但 
[а, | 1 
Хақ» = а, пева, = р> Z+ 
= +0, (а, >D. 
хунат. 从 而 必 有 sup{ |а„| }< + оо, Ваєт 


27. йр>1. #702) SIO 能 使 闵 明 可 夫 斯 基 不 等 式 中 
SERE, MYI) =K), JOhK20. 
证 分 两 步 
OEB BIELE), geL) (À +À = 1). ERIRE 
不 等 式 
fitas ar< (fife) ах)”. (f gc) ваз) 


(Н) 
中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 存在 常数 4 二 0 使 
{9(ж®)|=34|](х)| (aq.e,zeE) , 
RIC) = 0 (a.e. FE). 
证 Hf) = 0 (a.e. jga) = 0 (a.e.) 至 少 一 个 成 立时 
不 等 式 ( 肌 ) 中 等 号 自然 成 立 。 
ИТ С), ос) 不 是 上 面 的 情形 ， 从 而 有 上 fl ,>0, 
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jgl ,>0。 我 们 来 证 明 ， 若 不 等 式 (H) 中 等 号 成 立时 必 有 1 之 0 使 
lgCz)| = АС) | G.e.). 
在 证 明 不 等 式 (6 的 过 程 中 我 们 用 到 不 等 式 
< +. (а>0,Ь>0). 
р q 
它 取 等 号 时 必须 ae = b?。 在 证 明 过 程 中 我 们 还 取 


_ f(z) _ g€) 
и s PG e 


(folrar=1, f раг =). 


从 而 有 ， 使 不 等 式 
lole 11“ 
19 Vs 十 A 
中 等 号 成 立 必 须 只 需 
lgl = |. 
5 26 X 


| levlar<{( = + Wars ; + i =1 


即 不 等 式 | .1f.gldaz< fl Їй], 


中 等 号 成 立 ， 必 须 只 需 
|9p(Cz)12= |000) |, (а.е. РЕ), 


др DE 19620 | = 
Ж i Тт, CeT. 


即 je =A foje, a.e.) 


% 187% 


1909) = Birat, (a.e.) 


ПЯ Пра 


取 1= 1915, (ао), mA 
л? 


19(z)1 = Аба) |6 (а.е. FE) 
9962) =0 (a.e.) 时 可 取 4=0， 这 时 |g(z)| =A fE) 
《a.e.) 仍 成 立 ， 还 有 可 能 f(x) =0 (а.е.). 


BRZ, #|g|=41f|*G>0)Ga,e FERARI (т) =0 (а, 
e.) 时 ， 则 (HD 中 等 号 成 立 。 


当 f=0 (4.e.) 或 9g=0(Ca.e.)( 相 当 于 4=0) 时 (H) 中 等 号 自 
然 成 立 。 


HASO, [gl =4IfJf (a,e,) 成 立 ， 则 
о АН А> сае.) 
жт 17-ојае = Irlzas, 


(„у (f ачаг) 
= (Јав) f аг) 


=] иаа) ?7 -让 [flraz, 
所 以 (H) 中 等 号 成 立 。 
(2) 证 明 ， EBA NOS 

(L. |f + gl? dz) ail а)? + ШУ 2 


* 188 ° 


CHS, geL, E), POD 中 等 式 成 立 的 充 要 条 件 是 : 存在 常数 
4 之 0 使 9=4f (da.e.) 或 f=0 (a.e.)。 

证 我 们 在 证 明 不 等 式 (M) 的 过 程 中 用 到 下 面 二 个 不 
等 式 ， 

1) 用 到 


If+g|e= (+оо Аве 
+191171. 

易 知 , 它 取 等 号 必须 只 需 |f+g| = |f| +19| 成 立 。 即 与 9 同 号 . 

2) 用 到 

[fle lrgltar<( 1512da)”. (f 1f о Траву СЮ 
及 

[лаа а (| лала) 5+ (fl + gleas) 
根据 证 明 (1) 不 等 式 (1).(2) 同 时 成 立 的 充 要 条 件 为 ， 

ЖА, 206 |] + |е = А, 1712887 = 0， 

有 4, 之 0 使 |f+ gj =%»|д|сЕЙ90=0, 
(其 中 a.e. 均 省 略 ， 下 同 )。 巾 1) 知 .9 同 号 , 故 上 面 二 式 可 写 为 

有 4 之 0 使 (f+g9)? = AFRI = 0, 


有 之 0 使 (f+9)* = 4,grERg = 0, 
CAA34220, 9220). 
若 f = 0 及 9g = 0 至 少 有 一 个 成 立 ，(CM) 自然 取 等 号 。 
设 太 >0， 9>0， 则 f+ 9>>0，41: 二 0， A¿,>0, 
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从 而 有 f+g=41f, f+9=hs'g 2,20, А„'>0). 
有 /f=hs'g, g= jaf (>0). 
2 


综 上 记述 知 ， 不 等 式 (M) 取 等 号 的 充 要 条 件 为 ，f = 0 a.e.) 或 
存在 常数 4 二 0 使 g = АЈ (a.e.) 成 立 。 


28。 设 {9,} (n=1,2,…) 是 一 标准 正 交 系 。 如 果 它 的 所 有 
KABE- {X ар Ей, а 为 任意 常数 | 于 ,处 处 稠密 ， 


i=} 


ШЖ {P} 5 BHARA. RER: P) 为 “封闭 系统 ” 的 充 
要 条 件 是 对 于 任意 的 feL,， 封 闭 方程 
?= > CF, pe)? 
成 立 。 
证 必要 性。 ШЕТІ, 稠密 。 则 对 任意 feL,， 有 g,= 


k 


аре, 使 得 lo,- 11-0, (поо), їгс; = (],рФ), Ж 
|> cp- il < |х anp- 
CHORTA. AMA 
|> GP: – 中 ->0, (n—=co), 
而 ifi? = У c+ |f- Scol Е 


令 n>co 便 得 
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м" Zea, 
M= Ж d,o, 
ЖЯ, алмева, 11 Go 成立， 从 而 有 
[> @›тәе‹-1|-—*0, Cn~>co)。 这 说 明 集 合 


Е, -{ сюй, Ci= (fpD， fet,] 
FLARE., MECE, HKEFL: MR. 即 {9,} 为 “封闭 系统 ”。 


29。 设 {9"} 为 一 完全 标准 正 交 系 ,，{o} 为 另 一 标准 正 交 系 。 
则 {to,) 为 完全 的 充 要 条 件 是 ， 对 每 一 个 Yie{9} 均 有 
loill? = 之 (bo 2, 
证 必要 性 。 设 {0,} 为 完全 的 标准 正 交 系 ， 则 它 亦 为 封闭 
系 。 从 而 对 每 个 picL:， 封 闭 方程 


lol? = У) (Ф, o)? 


n= 


均 成 立 。 
充分 性 。 设 对 每 个 pie{f9} 均 成 立 等 式 


lo 和 = 之 CPi, 0 ’, @=1,2,+). 


k~i 


从 而 有 [> ео еј 0, (поо) (f= 1,2,6), 
kl 
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著 f 与 {0,} 正 交 ， 即 (jf,@,) =0 (n=1,2,…)。 则 有 
G > (@;, одо) = 0, 
Фпэсоо 8 (7,90) = 0, G =1,2,::). ВЫ (Ф. WEZ. m 


{Pn 为 完全 标准 正 交 系 ， 便 有 f = 0。 这 说 明 {@,} 亦 为 完全 的 标 
准 正 交 系 。 


30。F[0,1] 为 [0, 1] 上 连续 函数 全 体 。 规 定 距离 为 p(f,g9) 
= [11 - gG laz, Cf.geF[0,1])。 则 F[0,1] 是 不 完备 的 


距离 空间 . 

证 易 知 F[0,1] 在 规定 的 距离 下 是 距离 空间 .下 面 证 明 它 
是 不 完备 的 空间 。 . 

为 此 ， 只 需 找 FL0,1] 中 函数 列 {f,}， 满 足 pCf, fn) 一 0 (и, 
m->co)。 但 {J,} 在 FL0,1]j 中 无 极限 。 


0, 0<т<----, 

= J Жы (L Ml 1A 1 1р1 

ж ди аб 2), 2 п РУ 
L fy T+ <=<. 


GPA) 在 | > -到 |< 二 时 是 线性 函数 )。 则 fueF[0，1]。 


且 有 Paf) = а IE) -1„бю| de= 2-20, 
(п,т-»оо) 。 


即 {f,} 为 FL0 ,1] 中 基本 列 。 
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0, 0о<г<-, 


记 TE 1 
я 5261, Е 


有 во) =[ AOL. G)|dz= 2+0, (n>), 
0 


但 f(z)e FT0,1]。 著 { 记 } 在 F[0,1] 中 有 极限 函数 g с), ШЖ 
p(f.,g)—>0(n—ço), MANA 
PCF, g) SPC n f) + p(f,,g)—>0, (n>), 


即 有 p(j，9) = | 1fCz) -gGD|dz=0, АЛ Ж f G) = g G) 
а.е.) ,这 样 一 来 gz 在 z= ВИТНИ, C I 29 32 B Ж Ж 


{=,}, — iE 0(х„) = ](х„)=0, № т іт, g (z,) = 


lim,_f(z,)=0, 又 有 {®„}› е, 使 g(t,) = 了 (Ct,)=1， 


从 而 lim g@,)= lim fe =1, 这 说 明 g(z) 在 z= 二 处 的 左 
ат r >t 

右 极限 必 不 相等 . 即 g(z) 在 z= TARER. Айде F [0,11, 

得 出 矛 导 。 这 说 明 { 思 } 在 FL0,1] 中 无 极限 。 即 F[0, 1] 是 不 完备 


的 距离 空间 。 


31。RT0,1] 为 [0,1] 上 全 体 (R) 可 积 函 数 。 规 定 距 离 为 
PGD = ( Go | CFC) ~ gG)y*az)  ,CfgeRL0,13). RLO,1] 
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为 不 完备 的 距离 空间 这 里 规定 着 CR) | (f(z) ~ g (2))? dz 
=0， 视 为 f(z) = g(z). 

证 “ 易 知 R[0,1] 在 规定 的 距离 下 为 距离 空间 。 为 证 其 为 
不 完备 的 空间 ， 只 需 找 出 RC0,1] 中 国 数列 {}， 使 PC,f1) ->0 
(wm->eco)。 但 { 帮 在 R[0,1] 中 无 极限 。 

取 [0,1] 中 具有 正 测度 的 完备 疏 朗 集 P， 并 记 


G= [0,1]-Р= Us. 
()G=1,2,--32910,1) нги RARA B S[0, 1183 
公共 端点 的 互 不 相交 的 开 区 间 。mG= У ml,= 1- mP<1., (E 
тр>0). Ж | Ёё 


1 єР, 
TORE © { 


0, тє[0,11-Р=С, 

由 于 了 为 疏 朗 集 知 fz) 在 P 中 的 点 处 不 连续 ,从 而 f(z) 的 不 连续 
点 集合 具有 正 测度 。f(z) 不 (R) 可 积 。 上 且 知 ， 与 f(x) 几乎 处 处 
相等 的 任何 函数 9(z) 也 不 CR)7 可 积 。( 因 为 若 f(z) =9(z)(a.e.)， 
WAE СГО,1],тЕ, =0, 4#fGz)=gCG),Cze[0,1]—- E,), HP 
ВОВЕ ОСО FP 一 Eo 中 点 处 不 连续 ,而 m(P — E,) =mP>0, 
知 9(z) 的 不 连续 点 集合 具有 正 测度 .) 


g Gs UP 取 


11, 2є10,1]-6,, Е 
БО ү, rEG, (п=1,2,+), 
则 有 feR5L0,11， 县 
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1 
ра, = (с, (т) fn) az) 


-( > mi)’ =o, (n, m=), 


即 { 思 } 为 RI0,1] 中 基本 列 。 但 { 思 } 在 RE0,1] 中 无 极限 ， 
车 不 然 ， 设 有 hCz)eR[0,1] 使 PCf,,h) 一 0 (n>), 


PA S G -rads 
= a> | d. cp -ha dr»0, во), 
另 一 方面 ， 有 | 
DS ала) -f аг = 5 тз бэ), 
从 而 有 (以 下 均 为 (L7 积 分 )， 


(| .de Ке ауу аг)! 
0 0 


+ (| (f,G) ~ Са)? а) (поо), 


即 有 ас -nde)) rae=0, 


f(z)=h(z) (a.e.). 
所 以 h(x) 必 不 CR) 可 积 ， 得 出 了 矛盾。 所 以 {1,} 在 RL0,1] 中 无 极 
限 。 即 RL0,13 为 不 完备 的 距离 空间 。 
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第 七 章 ”有 界 变 差 函 数 、 
司 带 吉 斯 积分 


FRAS 单调 函数 的 概念 和 性 质 ， 单 调 函 数 的 微分 及 导 
函数 的 可 积 性 ， 有 界 变 差 函 数 的 定义 、 性 质 ， 有 界 变 差 函 数 的 
结构 定理 ， 连 续 有 界 变 差 郴 数 的 性 质 ， 连 续 函 数 为 有 界 变 差 的 
充 要 条 件 ， 赫 利 选 择 原理 ， 司 蒂 吉 斯 积分 的 定义 、 存 在 的 充分 
条 件 及 其 与 黎 螺 积分 的 关系 ， 司 带 吉 斯 积分 号 下 取 极 限 的 赫 利 
жй; 线性 泛 函 数 与 司 蒂 吉 斯 积分 关系 的 黎 斯 定理 。 


1. ЛО) 为 有 界 变 差 的 充分 必要 条 件 是 存在 增 函 数 
9(z) 使 得 当 z >z 时 
I”) [(т”'у<еф(т”у—ф(х/), 
证 {Gz) 为 有 界 变 差 的 充 要 条 件 是 存在 两 个 增 函 数 z(z)， 
V(X) 使 得 f(x) = л(х)- (т), 
Ç ф(хту=л(т), M| 9(z) 为 单调 函数 ， 且 对 zz 有 
(77) ~ (х) = ф(х”у— р(х) – Evla") ~ VL)] 
<P”) -PCr 
从 而 必要 性 得 证 ， 
充分 性 的 证 明 ， 令 rz(Cz) = ф(х), э(ту=ф(ху-](х), 由 所 
лб) МЕ, НХГ" ог 
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У(х”у-э(х/у=ф(х”у—ф(х/у—[](х”у-— ](х^)1:>0, 
所 以 v(Cz) 为 单调 增 函 数 ， 而 f(z) = лб) – Са), М.П /(х) # 
为 两 个 单调 增 函 数 之 差 ， 故 1(7) 为 有 界 变 差 函数 。 


2。 设 有 限 函 数 j(z)， 在 BE 中 具有 导 函 数 帮 (z),， 且 | 六 (z)| 
<K, ДШ} m° f(E)<Km`E, 

Ж REDARE. ЕСЕ, f' OPFER œK, E 
E, =ECf’ (х) = 0), E, =ECff#(z)#0), M E=E,UE,, f(E) 
= (Е) ОЕ), 

先 证 те (Е) =0. 

XE AHER еро, НРС, DE, н тс„<т'Е, 
же, 8120, јх, СЕ,, ТРГ (2) =0 当 hn 充 分 小 (不 妨 设 
h>>0，h< 之 0 同样 考虑 ) Ж. 

He tO Au < 


K d@,)=[zo Zo+rh]CGo, (s) 
АПАҢ |}(х,+һу— f(x0)| <Р, 

ЖБ JA (хт) = [Ў @,)—hn, f) + тү], MACE) 
= 2м], 

显然 ， 当 h->0+ 时 ,mA4Czo)-~>0 以 及 fdCzo))C4ACzo)。 此 
结果 对 任意 zx。E EE。 均 有 线 节 A(z。) 复 盖 ， 且 A(z。) 不 缩 为 一 点 ， 
其 长 度 可 任意 地 小 ， 因 此 ， 线 节 集 {A(x)，z EE。} 依 维 他 利 意 
义 复 盖 集 f(E。)。 根 据 维 他 利 复 盖 定 理 ， 可 从 线 节 集 (AG), 
zEE} 中 选 出 至 多 可 列 个 两 两 不 交 的 子 集 (AG) 使 得 
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m° (Е) (JAGD) =0, Ж ФАС) = TEED- (д, 


її], (у= [Xi;，Xith;]、 由 于 {4ACz;)} 两 两 不 交 以 及 fdCzD))》 
CACzi))， 从 而 {d(x;)} 也 是 两 两 不 交 。 所 以 


те (EY) «те (1E) — [J AG9) +m* (Uae) 


= > mA(z;) = 21 У! А = 2nm( [J d(z;)) I 


<21тС, < 21(т*Е, +8). 
не, {ЕЕ ҖЛ\, пр т" СЕ) <0, Prblm*f(E,)= 0. 
其 次 证 m*f(E.)<Km*E,。 
ЈЕ 作 开 集 G, 使 BiICG 且 mGi< mm” Bi+es(e 为 任意 正 数 )。 
IHERID>O, CE #17 0) |<К, Н]'(х)=0, МЧ 


h 充分 小 时 СК W h> 0) “еб iol < K+nB. 


d(z)=[z, х+һ]с Сү, 4f (2)2>0, WAC) = [fGa), f(z+h)] 
Cf: 0) 0, WAC) = [jCzth)，fCz)]j). 由 于 |f(z+h) — Ha) 
>>0， 知 A(z) 不 会 变 为 一 点 ， 且 mA(z) = |f- iE] < 
(K+Mh = (KadCz)， 当 ->0 时 mACz)->0。 对 每 一 zEBE,， 
A(z) 复 盖 j(z)， 从 而 {A(z)，zEB;} 依 维 他 利 意义 复 盖 KE,) 
由 维 他 利 定理 可 从 中 选 出 可 列 个 不 相交 的 线 节 集 {4Cz;)) 使 得 
т" (f(E) – ЈАс) ) =0， 且 由 ACz;) 互 不 相交 可 推 知 相应 的 


ас) и АҢ. № 
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т") <т" (FED ~ UJ Асу) +m (UA) 
= = тА) < (К+) Ў) md (zi) 


‚ =(К+пут([ Jd(z) ) < (KMG, Кут) G° E +е), 


由 于 n、e 的 任意 性 ， 所 以 
т" ]СЕ,)<=Кт*Е,, 
最 后 ,由 于 BE=E,UE， КЕ) = (Е,) О] ŒD, WMA 
т" f (E)<<m*f(E,) + т* ](Е,)<Кт*Е,<Кт*Е, 


3。 函 数 1(z) 满 足 |f C2) 一 f(z/)|<K|lz”-zx’|* (a>0) 
BF, КС) так ЖЕКЕ. W|, 

(D ШЕЙ, маста, с) = Ж, 

GD) БЕУ R ЕТО ЖЕНЕ ЖЯ Е ШЖ, 

Gi) kac (0，1) 已 给 定 ， 试 作 一 函数 满足 4 次 李 普 希 兹 条 
件 ， 但 有 无 限 的 全 变 差 . I 

证 G) нтс) а> ЖЕШ, 故 对 任意 y， 
z€[a, bJ, #' 


f (u) — f (2) Гем y~r]: 
У - = | 


Ф узт, Щ а>1ҢМ|у-х|°-1-0, М 
fray = tim J 02160) = 0, 
у -x t 一 了 
H T z 的 任意 人 性， 得 知 帮 z) =н. 


Gi) 作 函 数 
，199。 


0 
ro 二 1 0<:<1 


linx 
显然 ，1(z) 为 [0， 寺 | 上 的 单调 增 函 数 ， 从 而 全 变 差 V (有 


= 了 E75 为 有 界 。 但 此 函数 不 满足 任何 eCa >0) 次 李 普 希 兹 条 件 ， 


事实 上 ， 由 f(z) 考 常数， 由 (i) gc>1 不 可 能 。 当 0<c 近 1 时 ， 取 
zi = 0，zs < 二 ， 利 用 微分 中 值 定理 有 6 E (z,，z:) 使 ， 


fea- feo VƏ 1 , š 
(уст = = sa @Ё°1п?ё +оо(х,->0 ). 


所 以 ， 对 任意 正 数 M， 可 取 z* 充 分 小 使 得 
|fGe,)-fG )|>M|z,—- z, |°“ 
因此 ， 对 任何 已 给 的 c> 0， 上 述 成 不 满 尾 次 李 普 希 兹 条 件 。 
Gü) 对 任意 给 定 的 e(0<a<i), 考虑 收 伍 级 数 X 1, y: 


п=1 na 


和 记 为 5， 又 记 S, 之 位 工 ， dna Эк Зы (n=1, 2, +), 
кї 


k=1 а 


#S, = 0, [0， S] 上 作画 数 ， 


1 2-81 = 
п йб э Se m <4, 

f(x)=11 S,- = =S 
riw d,< z <S,, (n=1, 2, +) 
0 r=S 
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此 函数 为 [0，SJ 上 的 锯齿 形 连 续 函 数 ， 当 x->S 时 1(z) 一 0。 下 
面 证 明 f(z) 满 足 4 次 李 普 希 效 条 件 但 全 变 差 为 无 穷 。 


首先 证 明 V (f) = + co, 
因为 1(z) 在 [0，S] 上 逐 段 单调 ， 所 以 


Vo- [Vos Ve] 


5%—1 


= S (иа) ICN +15) — 161) 


-52 
>+ 
5 5, 


从 而 V (D> lim VD= 2а = +оо 


这 说 明 f(z) 在 [0，S] 上 不 是 有 界 变 差 函数 . 

其 次 证 明 。f(z) 在 [0，S] 上 满足 a 次 李 普 希 兹 条 件 。 分 几 
种 情况 来 证 明 。 

1° ri, z, €[S,_1， dG,] 时 (n=1，2，…) 有 


OEE, EREA БЕ 
1762) - fc) = Pre 5 199 2. | 
= 2n= 22 1-2, РУ а 
Р |z, -x| |=, — =, | 
= i 
па а а 
<= "一 zz 一 2 =2|z,—z>,|°, 
n: 


所 以 1(7X) 在 [LS,-,，d,] 上 满足 次 李 普 希 论 条 件 .。 
2° Hri, z, ELd,，S,j 时 (n=1，2，…) 间 理 可 证 ， 
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 |fie,)-fGe )]< 2 |z, 一 zj 
此 时 也 满足 4 次 李 普 希 兹 条件。 
3° щі, z,€ [0, 5], Kar <, 从 而 或 有 
ZiE [Sa -1 d, J]，T2€ [Sn -is da, п. <и, (对 其 他 情 Ж 
可 类 似 得 到 证 明 ), 由 于 ICS р =[0, 1], 
IESni d Do zz] E re ж, п, ст, В 
FEDES `, d,,] 中 取 到 一 点 zz 使 得 f(xs) = f(z,)。 
对 zl, z; C [S,, -19 а, ] 利 用 (1 ) 可 知 ， 
[/(х;)—[(х,)| = |](ж)—/(х,)|<2|х;—-х,|° 
<2|т,—х{,|° ( |х;—-х,|<|,-т\|). | 
综 上 我 们 证 明了 f(x) 满足 о КФ ЖЖ. BERES 
界 变 差 函 数 。 


4。 如 果 f(Cz) 满 足 e 次 李 普 希 兹 条 件 ,gC7) 满 足 8 次 李 普 希 兹 
条 件 ， 则 当 a+ P>1 时 ， 积 分 | f(z)dg(z) 存 在 . 
Ш ”对 [a，6] 的 分 法 T， 作 部 分 和 
б CT, D&D EOLIE) -ge 1 
其 中 分 法 T， Gem maca aane, GA [Ziz i zi] 中 任 
一 点 。 
由 题 设 可 知 ， 存 在 常数 M>0， 使 得 对 于 任意 x ,zx, C La, 
(Ж 
lf) «Ма, -zi 
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Ж 19) -9@,)] <M? |r, -2 e 
下 面 分 儿 步 来 完成 我 们 的 证 明 。 
G) 对 任意 分 法 T 有 ， 
lalT, &)-о‹т,&'у|< 2 1100) 
- НЕ) 119060) —0(х;_,)| 


<M > | 和 一 到 | 全 一 到 < 


<M > [аа |00 [а-а | 
<М07+*-1 (b ~a) = Mór(b ~ а), 
其 中 07 = тах{(ж—.,)}, r=a+B-1。 
Gi) 为 了 对 不 同 分 法 的 部 分 和 作 比 较 ， 我 们 先 引 入 下 述 概 
分 法 了 称 为 分 法 Tf 的 一 次 加 细 分 法 是 指 :了 的 分 点 也 是 了 的 
分 点 ， 且 在 T 的 每 个 子 区 间 内 最 多 插入 T 的 一 个 分 点 。 
设 了 为 T 的 一 次 加 细 分 法 ， 对 分 法 T 的 部 分 和 ， 我 们 这 样 取 
Ж. Эш, ЗОФЯЧЯЛ ТЮЙ НИЯ, WE = mm， 当 [ziyz] 
中 有 TT 的 分 点 插入 时 ， 其 插入 的 分 点 为 1, 取 5" =. 这 样 的 部 
分 和 虐 可 视 为 分 法 T 的 部 分 和 ， 也 可 视 为 分 法 T 的 部 分 和 , 记 此 
WOAH CT, E). REOT, ED 为 分 法 了 的 任 一 部 分 和 ， 
0(T，&) 为 分 法 T 的 任 一 部 分 和 ， 则 
loCT, &)-о(Т, а'у|<|о(Т, £) ~0°(Т,8") | 
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+ јо" СТ, &%у-о(Т,&у|<М(#-а)убд;у 
+МО — ауд; <2M(b -а)ду, 

Gii) 设 了 ,为 Fa ,0 的 2" 等 分 法 ，a=zu<rzi<…<2zi = b, 
6=8-a/2"， 则 Tu 为 Tn 的 一 次 加 细 分 法 ， 又 c, 表示 对 应 分 法 
T, 取 所 = zi; 的 特定 部 分 和 ， 由 《ii 可知 

[б —@„|<2М@- a)6, = 2MG ~ ay“ (F) 


r, 


m 
所 以 | @,, x= — 0, | < >; [Олы —Onti-1| 


i=] 


a= 


<5 M -0 (%) 


i=1 


<2M (b-a) — N anapo) 


r 
所 以 {c, ) 为 柯 西 基本 列 。 从 而 存在 常数 4 使 得 
limo, = А, 
GV 下 面 证 明 积 分 f(z)dg(z) 存在 且 
[fagcz) = A 


也 就 是 要 证 明 ， 对 于 任 给 8?>0， 存 在 6>0， 当 67<6 重 有 
ôT, -A| <е (对 一 切 分 法 和 任意 取 点 5 均 成 立 ) 。 


HTAR S Mo -ae (E) 
收敛 ， 所 以 ， 对 任 给 e>0， 存 在 N。 有 
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PE М-дун 的 = 


Ж ду, = 二 2，Tw, 为 相应 于 子 区 间 长 为 gw 的 等 分 法 ， 又 
任意 取 定 一 个 分 法 T， 使 得 7<dw ， 从 而 存在 正 整 数 Xu， 使 


дм, -1<07<om ， 其 中 ди, 2229, 相应 于 子 区 间 长 为 bw 的 


等 分 法 为 Ty, ， 显 然 M。 之 N。。 作 分 法 Tu, =TUTu, CH Tu 的 
分 点 是 T 和 Tw 的 分 点 之 和 ) ,由 于 Ow, 之 67, 故 不 可 能 有 Tw, 中 的 
两 个 分 点 同时 插入 分 法 了 的 某 一 子 区 间 中 ， 所 以 Tw, 是 工 的 一 
次 加 细 分 法 .由 GD 有 

|o (T, ау—о(Тм, ‚ ë')| <2M(b ~ аё, 


м, 
<2M(b ~a) (2) <= (ШМ >N.) 


又 对 上 述 任意 取 定 的 分 法 T， 记 9i ONA -z- )>0, 取 


пим, в? <<61， 对 此 n 作 了 ,=TUT， (k= Mo， 


м,+1, =s л), 仿 上 可 知 T, 是 T, 的 一 次 加 细 分 法 ， 所 以 
[0(Т„ E- о„|<2М®- ау (LY <E 
( 因 n> Mo >N,) 
-Hm BRT ai TUT AT. 的 一 次 加 细 分 法 
(k=Mo，M。+1，…，n)。 所 以 
СТ, а, © -007,, D| <2MG0 ауе (1)' 
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(k=M,, М,+1, өз п), 
由 此 可 知 
s—1 
1oCTw ,om у—о(Т„,&'Эу|< ,之 IoT, 29) 


-0 Prsi ERD] 


=} 2M(b — а)у°+ (2) 


[4 


> 
= > Mo- а" (6 < 


к= 
WENA, аео, 由 前 决定 ， 
依赖 于 e)。 当 分 法 T 的 07<ow 时 ， ыча T, пй 
бей ду = smin aia), MDF28TBUEB0 ИЕЛЕ (Тг) 


有 估计 式 ， 
|oCT， 司 一 页 | 过 lotTy &у-о (m, £| 
+]о(Ту,, &'›—-о(Т,„,&”у| + |007, &#у-—-б„| 


ё ё ё 
一 十 一 十 -一 =8 
<3 3 3 


ЖОР Tu, MTA ERAUR kn (85 —9<o,) 
都 成 立 。 从 而 令 z-*co 有 
le (T, &у-А|<е, (El limo, = A) 
这 就 证 明了 ,对 任 给 之 0, 只 要 分 法 T 的 br< ów, =, Ж 
恒 有 
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16(Т, 5) -А|<е, 
这 就 是 说 ,| f(z)dg (z) = A, 


5。 设 f G) 为 连续 函数 ，9(z) 为 有 界 变 差 函数 ， 则 
IDOD AEREE BERRE) 的 连续 点 上 也 
连续 . 

证 记 FCz) = | (до) 只 要 证 ， 

对 任意 分 法 7, УР) -FCzi-1)1 一 到 有 界 . 

RAIOLO, EER, осона, HRA 
F (х) = | faodgG) 有 意义 , 且 11Cz)|<<M, 对 一 切 zE Cab], 
M 为 正常 数 。 所 以 

Уаде |= 5 ||" овас 


<M |s- g Ci- D <MYV ф 


Ех) Га, 的 上 的 有 界 变 差 函数 ， 
另 一 方面 ， 由 前 有 
[F(z +h) — F (т) I<M V (g) = M(z(z ++ h) 
—x(z)) | C) 
由 定理 〈f(z)? 是 [ca,p] 上 定义 的 有 界 变 差 丽 数 。 如 z = xX。 是 f(x) 
的 连续 点 ， 则 z, 也 是 V 《人 ) 的 连续 点 ) 知 ，9(z) 连 续 点 也 是 
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10) = V g(z) 连 续 点 。 也 是 FCz) 的 连续 点 。 


6. 对 于 数列 wo uú, еи Ди, =и,, Аи, = Atun 
一 4A"u,:1， 要 有 增加 函数 g(x) 适 合 
КОЗЫ? (n=0, 1, 2, +) 
的 充分 必要 条 件 是 对 于 所 有 的 k 及 nm 下面 的 式 子 
А+и„>0 
都 成 立 。 


证 必要 性 ， 由 “4” 的 意义 ， 不 难 用 归纳 法 证 明 ， 
A'u,=Chu,- Clu,, tee +(—1)'Сш,, 


k 
= У) (-1)Ciu,,, 


i=0 


事实 上 ， 当 k 二 1， Жай. 
P =m 等 式 成 立即 Am4。= УС Си, {Кк =т +1 
时 有 Е 
A"t lu, = Д"СДи,) = 5 C= 1)'С'„Ди, н 


i=0 
= X> (- 1), (и-и, 1) 


їе 0 


= Сои, + У (-1)'(Сы+С{ un 


im 
+ ( ыч 1)"* ICu л+т+1 
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=СФ,, u, + X> (-1С„!,и,,, 
+1)" Сри mr 
= 2(-1'С„{и„... 


ixo 


由 假设 9(z) 为 [0，1] 上 增 函 数 ， 且 


1 
u, =|.= dg(z) 


故 对 任意 n 和 kk 有 
Е 
At p, = D C- VO, [адс 
i=0 


- (5 (~1) Ciz)z"dg(r) 
i=0 


-| -zz"agcs)>0. 
充分 性 ， 对 一 切 m 作 阶梯 函数 列 {gn(z)}(m=0,1,2,…)， 
0, z=0, | 
СА", 0<х<-1„, 
т 
= as wy 1+1 
0 G) >с; А", m<z< @0=1,2,+,т-1), 


| E Cinn, z=1. 
i=0 


由 于 对 任意 k，n 都 有 A*4r 宝 0， 知 gn(7X) 为 C0，1] 上 不 减 的 阶梯 


юй (m=0, 1, 2-..), В 
£ 
V Im) =9,01) =u, (т=0, 1, 2,---) 
° 
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事实 上 ， 此 式 可 用 归纳 法 得 到 证 明 ， 
当 m =0， 显 见 go( 1)=ko。 
ж g.(1)= DCA h =н, Ш 


9а+1б1)=С„?,А"+1 „+ D Cni Д" 


1 一 1 


т+1 
=С»Атн, – Со Ат", +С, Дт + > Cai Anti 
i=2 
т+1 
= (С° Атин, +CLA" 1р) -CAm р, + Deoh Amt 17ih, 
$ i= 


= СОД", + САД" lg +++ СА, 
САД, + Сп iA’ Ume 


= >C; АЩ = 


由 此 可 见 , (9.02) ) НВ Ни — Н R Н) 
选择 原理 ， 存 在 子 序 列 {gm,(X)} 使 得 gn, (2) —> 900), 3 К 
9(7)<uo， 故 有 : 


[чо (2) = lim| Tag, (z) 
° ё) 0 ы 
җа унд 
-um S (E) б ачлы о 


现在 计算 lim У (а) Стат 
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由 于 дт, = С-ы а -®) = Xet epeta 
将 A 对 应 1-z、 忆 对 应 z:。 它 们 具有 完全 相同 的 形式 ,因而 可 
建立 下 述 一 一 对 应 关系 ， 
SG) cias <> эы) ша ~ z)" “ii 
而 其 中 右边 的 和 式 从 为 函数 >° 的 第 m кайин АА 


Ba(z")， 再 由 维尔 斯 特 拉 斯 定理 有 
мВ, бх") = z" (и= 0, 1, 2, =) 


完全 类 似 于 那里 的 推理 ， 只 要 将 1 ~z 换 为 4， хи, 
我 们 将 有 ， 
ит X (77) Сел", = u, (п=0, 1，2，…) 
再 由 (*〉 即 有 
[осо =u, @=0, 1, 2, +) 


7。 承 用 前 题 的 记号 ， 要 有 有 界 变 差 函 数 9(z) 使 得 
| zaga =u, (п=0, 1, 2, =) 

成 立 的 充分 必要 条 件 是 对 于 所 有 的 n 
Seilarin, |<K. 


证 必要 性 ， 由 于 9g(z) 为 有 界 变 差 函数 ， 故 9(z) = g (z) 
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-9,(z), Җино,(х), g) 为 单调 增 函 数 ， 类 似 第 6 题 必要 
性 的 证 明 可 知 ， 对 一 切 k，n 有 
A'u, = | (1-х)'г'ао(а) 
-['a-2 ag @) -| a -ardo G 
其 中 | а-аа, (Cz) ,| (1 一 z)*zrdgs(z) 非 负 ， 
所 以 


D Cija и, | 
= 0 
ы 1 
t nt 
<> с{[а Zz)"-iztdg, (т) 
1 
+ ja =)" ztdg, ә) 


-| e+ (1—z))"dg (z) + «+ (1 -х))"йд, (z) 


=9:01)-9.002+9:С1)-9.(0) =К, 
充分 性 ， 类 似 于 第 6 题 充分 性 的 证 明 ， 可 同样 构造 一 个 阶 
梯 函 数 g(z)， 在 不 连续 点 = L 《i= 0,1,2,…,m) 的 跳跃 度 为 
CnA™ u, (i=0, 1, +, т) 


从 而 |gn(z) SKAR V (9) < D Ca |A=-iu,| <K 
(т = 0, 1, 9, 
这 说 明 (g,(z)) 为 一 致 有 界 且 全 变 差 也 是 一 致 有 界 的 有 界 


变 差 函数 列 .根据 赫 利 选择 定理 {gn(x)} 有 收敛 子 序列 {9m, (x)} 
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收敛 到 有 界 变 差 函数 9(z)， 且 
J zaga) = im] аад, (ә), 
完全 和 第 6 题 一 样 可 证 明 
lim| ag, (2) =u, (п=0, 1, 2, +) 


从 而 充分 性 得 证 


8. 证 明 黎 斯 定理 是 上 述 豪 司 道夫 定理 的 一 个 推论 。 

证 设 B(f) 为 CI[0，1] 上 有 界线 性 泛 函 ， 即 满足 ， 

1) laifi +a,f,) =а,ФСј,) +а,Ф(ј,), 

2) BD ERK, |71= max fol. 

要 证 明 存在 有 界 变 差 函 数 g(z)， 对 任意 f(t) Ec[0,1] 有 

Ф = | ria. 

令 u, = Ф(г') (к= 0, 1, 2, ‚Эу 

则 Au, =u, -u,,, =P(xt)-P(1**!) = (х\(1-х)), 
Аи, = Ли, ~ Ди, у = BT (1—z)2), 
Atu, = Atu, ~ Al dirs =Ф(х'(1—х)'—!у 
-—Ф(х**!(1-х)'7!у=Ф(х*(1-х)!), 

从 而 对 一 切 m 有 
> сід" = УФО 29") 
= |Ф( Ж асаа -27| 


i=0 
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<x] fewa] 


<K. 
рт, HOA- r"> 0 
其 中 i ан 
利用 第 7 题 充 分 性 的 结果 ， 知 存在 有 界 变 差 函数 g(x) 使 得 
Ф (ту =u =| 274962) @=0, 1, 2, >). 
对 任意 1Cz) ECL0，1]， 利 用 伯 恩 斯 坦 定理 有 多 项 式 
x k 
B.G) = 之 f (eir a-a)" 
在 [0，1] 上 一 致 趋 于 f(z)。 
利用 BCf) 的 线性 性 ， 我 们 有 


ы k 
ФВ, (2) = > f (pD a-r) 
k=0 
В k. 
= Z 1()е} | ta атаа) 


= |в, 0224002). 
由 于 B, (x) 在 [0，1J 上 一 致 趋 于 JG) ФОС) ЛИ Ж 
性 ， 上 式 令 n 一 oo 得 
Ф CD = im, G) = limf B, 62496) 
= [1‹)аа@). 
从 而 命题 得 证 
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9. 如果 对 于 任 一 正 数 e， 有 一 个 正 数 9, 34 |z” -x | Со, 
PERIE) -f| <e, HF F= {f(x)} 中 一 切 函 数 1(z) 都 
成 立 ， 则 称 F 是 由 等 度 连续 函数 所 成 之 集 。 假设 有 常数 k， 使 得 
1f《z)|k， 对 于 F 中 任何 函数 f(x) 均 成 立 ， 那 么 在 F 中 可 以 选 
出 一 列 一 致 收敛 的 函数 列 。 

证 设 Q 为 [a，6] 中 全 体 有 理 数 ，Q 为 可 数 集 ， 由 定理 ( 设 
在 [a,bJ 上 定义 着 无 限 个 函数 = {f(x)}。 如 果 有 常数 k， 使 得 
[FŒ <k, HFH JE 五 均 成 立 ， 那 末 对 于 [a， 的 中 任何 一 
个 可 列 集 E, 从 函数 族 阳 中 可 以 选 出 一 列 函 数 {f, (0) ),. 使 得 在 E 
中 每 点 收敛 》 知 ， 在 F 中 存在 互 异 函 数列 {f, (x)}， 在 8 上 点 点 
收 化。 我 们 要 证 明 这 个 函数 列 在 [a，bJ 上 点 点 收敛 ,也 即 证 明 ， 
对 和 任 一 xEL[a，6b]，{f,(7)} 为 柯 西 基本 列 。 

事实 上 F， 任 给 e>>0， 由 于 {f,(x)} 的 等 度 连续 性 ， 存 在 0> 
0， 对 (7 一 6，z+0) 中 一 切 有 理 数 r 有 


f.) ~ Р.) | <= 1, 2, ©), 


又 由 {f(r)} 为 收敛 序列 ， 故 对 于 se 之 0， 存 在 N， 当 z，m>N 有 
КОБО <= 


Am, Mn, m>N# 
Ía ~ ў. ба) ||, Сс) ў, 00) | 
+|f,G@)-f.G)| + |f, C) Ў 00] 
ё € 


e 
G E h wt 
< Б] 3 Ë 


这 说 明 {f,(x)} 为 基本 列 ， 所 以 存在 函数 pvzx) 使 得 
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lim f, (z) = g(x) (а<т«<Ь), 


下 面 证 9(7) 为 连续 函数 ， 由 {f, 《7)} 的 等 度 连续 性 ， 任 给 
80, 12620, |27 -x| <ô% 


fz) fe) |< (n=1, 2, ©), 


令 n 一 co 得 : |p) 一 p(x”)| <<. 


ЖОНШЕН: Ў, Сс) Га, bJ К—Ж% Р Ф(х), 
由 于 %(z) 连 续 ，{f,(z)} 等 度 连 续 ， 所 以 任 给 sg>0， 存 在 
ó>0, 4 |z” =x" | <ó#r 
|Ф(х/у — pr") | < а) f.G”y|<— 


(n=1, 2, =) 


从 而 [fe р а oY <— 


(n=l, 2, +) 
对 上 述 6， 将 [ae，8]S 等 分 为 a = zeo<zi<…<xzrs=p 使 得 子 


区 间 长 5 二 <6。 对 每 一 z, ,由 于 


limf,(z,) <g(z,) (i=0, 1, +, S) 
所 以 ， 任 给 之 0， 存 在 N;， 当 n 宇 N; 有 
lfa G.) ~ p(x;)]| <= G=0, 1, =, S) 


RN =max(N,, N, +, Ns}, и> М 
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|/„(х,)-Фф(е,)| <$ (i=0, 1, +o, S). 


АЛА {ЕЕ є>0Ж{ЕЖхєЄ Га, bJ, BET, E-r, 


< 


= <0, п> ЖД 


lfa —Ф(х)у||],(х) -Ф(ж)—[/,„(х;,,)—-Ф(®;,)| 
+|f,G,,)-p(@,.)| <E. 
这 就 证 明了 1 ,(z) 在 [c， 约 上 一 致 收敛 于 p(z) 。 


10. 根据 巴 拿 赫 定理 ， 对 连续 函数 证 明 等 式 
V 0 =- V (+ V CD 其 中 a<c<b. 


证 由 于 f(r) 在 [a, 8] 上 连续 ， 所 以 

f(z) 在 [ao，c] 上 有 最 大 值 、 最 小 值 为 Mi т.з 

f(x) 在 [c，b] 上 有 最 大 值 、 最 小 值 为 M,、m,， 

f(x) 在 [a，b] 上 有 景 大 值 、 最 小 值 为 YM、m. 
又 设 N1C(y) 表 示 当 my<M1 时 ，f(z)=y 在 [a，cJ 上 根 的 个 
数 ， 

N,(y) 表示 当 m,<y<M, 时 ，f(z) =y 在 [c，b] 上 根 的 个 
数 ， 

Му) 表示 当 m<<yM 时 ，f(z) =y 在 [a，6bj 上 根 的 个 数 。 
由 巴 拿 协 定理 有 


M, ‹ M, И; 
w Nway= V Ф, | NWay= V 0, 
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M $ 
及 | NWay= V Сй. 
LER, mxm M, <M, m<m,<M,<M, В Ni:(y) =0, 当 
у Єт, MI 《i=1，2) 以 及 
N, Y) +N: (Y), yy (Ye= fC), 
N,G)+N,(g)—- 1, у=%. 
也 就 是 说 ， 在 [m，M] 上 下 述 等 式 几乎 处 处 成 立 ， 
М) = №, (0) + М, (у). 


从 而 有 V D+ va -| N,G) dy 


ма) = Í 


М, 
+ i N, (y)dy 
M M 
= f N, CY) dy + |, N, (y)dy 


м М 
= [ «ай +, азау = j NOWdy 


b 
= VA). 


11. ЇЙ БЕЙИЛ ЗАК, 217 — МВК ЕЛНАР, 
则 它们 有 相同 的 连续 点 和 可 导 点 ， 且 在 连续 点 函数 值 相等 ， 在 
可 导 点 的 导数 相等 (在 导数 有 限 的 情况 下 )， 在 不 连续 点 的 跳跃 


度 相等 。 
证 不 妨 设 f(z)，g(7z) 同 为 区 间 A 上 的 单调 增 函 数 ， 且 在 


4 的 称 密 集 4 上 有 f(z) = g(x)。 
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首先 证 明 关于 连续 点 的 结论 ， 
W M= (ба) нна): 
N={9(z) 连 续 点 的 全 体 } 。 

任 取 zo。EM， 则 f(zo。+0)= fe) = Со — 0), ХН gG) 4 
调 ， 故 g(z, +0), gG -~ 0) 存 在 。 (不妨 设 zo 为 A 的 内 点 ,两 个 
端点 证 明 类 似 ， 只 要 考虑 单 侧 极限 即 可 )， 

Жд,М0(п>оо), НАЖА, ШЛЕ (с, - 06,，ze) 内 至 
少 存在 一 点 ziE4， 且 不 妨 可 使 zze， 此 时 ，fGr,) = gG@,) В 
当 поо, ](х„)/7](х,—-0), #(х„),/д(х,—0), ЖИН) 
唯一 性 知 f Ge — 0) = g(%z, — 0), 

НАШЕ, /(х, +0)=g(@ #0). 

再 由 9g(z) 在 zo 点 单调 ，f(z) 在 zo 点 连续 得 

f(z0) = 9(%,) = g(z, + 0) = g(z; — 0). 

从 而 x。 EN， 这 就 证 明了 MCN,， 且 f(x,) =g). 

由 于 f(z)，g(z) 处 于 完全 对 称 的 地 位 ， 故 同 理 可 证 ,NC 
M。 这 就 证 明了 f(x)，g(z) 有 相同 的 连续 点 ， 且 在 这 些 点 上 范 
数值 相等 。 

其 次 证 明 关于 可 导 点 的 结论 ， 

设 E={f(z) 可 导 点 (有 限 导 数 ) 的 全 体 }， 

F = (UG) E| S A CS B 23808) 2 1k). 

对 任意 z. CE, AF COAR AI ORNER АШ 
亦 为 9Cz) 的 连续 点 ， 且 9(z) = С, КВТ, АЙА). 

任 取 PzNA0C 一 co)， 由 于 4 在 4 中 稠密 ， 所 以 当 n 充 分 大 ， 
КС, +А,, oth, +h, CA, 且 在 其 内 至 少 有 一 点 Ze +h, 
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+дєА (0<84<Һ), АШ ET +h, +0,) = #(х, +h, +0,), 
EŠ 


h ->0 (n— co) 


所 以 Pesthi SGo tht- gr7o) c, 


n 


_ Í Go +h, + 6,) — f(r) д, 
Ce) 


同样 考虑 区 间 (+h, hn’, oth), 4 n 充分 大 时 有 4 中 
一 点 т, +һ„—<д„Є (z, +h,— h,2, х, +һ„), 0<д„<һ„*®, 所 УД 


о 0, В 
9 +) ~ 9625) 9620 +h, — ó,) — g(zo) Ж 
2 h, 之 元 с 
һ„—д„) — ô 
- 19:209160 16001-6) G) (поо) 


由 (*)、(**) 可 知 


lim ， LLET + 2) ЫЕ g(x,) s f’ (т) 


由 于 {hn} 为 任意 趋 于 0* 的 序列 ， 故 有 


g'G +0) = lim, #% О 0005) риса), 


同 理 可 证 ，g’ (20-0) = f’ (х). 
ЖЕ У: t EFH9' E) = f'(z.). 
由 于 f(rz),9(z) 地 位 是 对 称 的 ,类 似 可 证 ，PFCE, 且 对 zo € 
FHT’ (ж) = g! (7zo)。 
最 后 ， 对 于 不 连续 点 ， 由 第 一 部 分 证 明 可 知 ，f(Cze + 0) = 
“220， 


9(х„+0), fG@,—-0)=gG@o -0), 从 而 在 不 连续 点 的 跳跃 度 
相等 。 


12。 证 明 区 间 [a，b] 上 的 有 限 函 数 在 任 一 点 的 导出 数 全 体 
是 一 个 闭 集 . 

证 设 zruE[e，0]， 记 BE 为 zo 点 的 导出 数 全 体 。 

ЖЕТШЕ, БЕЛИ. 

车 为 无 限 集 ， 只 要 证 ， 车 4, 为 BE 的 极限 点 ， 则 %。 EE. 

由 1 为 也 的 极限 点 ， 存 在 1,E BE 使 得 1,->ho (поо), HPRH 
设 当 n>N 时 有 | 和 -ioj< 广 CN= 2，…)， 若 不 然 可 选取 和 


的 某 一 子 列 满足 要 求 。 
НРА, C E, 对 esi 存在 点 zx; 满足， In =r |<, 


H 1 | (п= 1, 2, =, 


PEA 
取 上 述 点 列 {2,}， 显 见 z,>zo (n>), HFEA 0,7 
E Мт <, зима 


Ne) -fed „| <|/®ә- шә, 


La S= o Ta =a 


1 1 1 
+ [А.-А | < t< а <е, 


这 说 明 在 ze 点 对 于 点 列 {z,} 有 导出 数 存在 且 
РЫСЕ Д 


Рын дав. a 


° 221 ° 


所 以 i, EE。 这 就 证 明了 EE 为 闭 集 。 


13。 试 求 作 一 函数 1(z)， 使 之 在 某 一 点 的 导出 数 可 取 到 
[-<, + ce] 上 的 一 切 值 。 


E FRA 

sin 工 r0 
ro- | Р 

0 ї= 0 


则 fz) 在 z=0 点 的 导出 数 可 取 到 [ ~ со, + ce] 上 的 一 切 
值 ， 因 为 


1 1 
h,= 
h. pn +% 
aT: h, =—] 
Р) 30) _ ， ha PE 
h, 2 
Рази 
2пл ha 1 š 
L i ы) 2пл+ — 
onr +i 2пл 
(— so<À< + co) 
(n=1,2,) - 
所 以 ， 上 式 令 n->co， 相 应 {hs} 的 导出 数 ， 
十 оо 
Du pO = | 一 co 
А 


В, IOE = 05880 НО К ШИ — оо, + оо], 
+ 222 ， : 


14。 设 fj(z)，9(z) 为 [ae， 的 上 函数 ， 且 jz) 关 于 9(z) 的 黎 
螺 一 司 蒂 吉 斯 积分 存在 。 又 设 z= z(t) 为 Le,8] 上 的 严格 单调 的 
连续 增 函 数 ， 且 z(c) =а, =(В) =, ШЕ Га, В1 上 1Cz(t)) 关 
于 g(x(t)) 的 黎 曼 一 司 蒂 吉 斯 积分 存在 ， 且 


人 taanis =f ioio. 


E 由 于 | f(z)dg(z) 存 在 ， 所 以 ， 对 任 给 e>0， 存 在 和 


ЭМ ШТ, а-г, <2, L х, =b 的 最 大 于 区 间 长 度 o(T)<A 
(о (T) = шах (Zi 一 ZT;-1)) 有 


PEOC -| е СӘ 


- 其 中 6 ELxi_1,X] G= эп), 

又 由 x(t) 在 [a， к 从 而 一 致 连续 ， 所 
以 ， 对 上 述 4， 存 在 6>0， 当 |t —17| <04f 
[ECE ) = ECE”) KA 

Hia, BERR T", а=%,<1,<-+<1„=8, REPT) 
=шах (ti~ ti) <ð, 则 对 应 于 Га, 57 的 分 法 ，a=z(to)< 
EL LEa) =b, HOKE -z(t,-)<ADU AE ЖЄ 
[t i GIA 20) Є[_,,21](@=1,2,+е,т), ШЕ ДЕС) 


立 的 条 件 ， 从 而 由 (,) 便 有 ， 
| Z fe Yio) – баси, 1097 
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- f'ta |<. 


由 于 分 法 T* MELo 1 上 取 点 & 的 任意 性 ， 上 式 说 明 
f(z(1)) 关 于 g(z(t)) 的 黎 昌 一 司 还 吉 斯 积分 存在 ， 且 
| recoxagecoy= | raaeco. 


15. С) С оо, + co) 上 连续 函数 , 且 lim f(z) =0， 
又 gu(z) 在 (- оо, + ceo) 上 有 界 变 差 ， H lim g, (z) = g (0), 
у С) + oo. 证 明 :lim |” садар, сэ = | teog, 
又 问 条 件 ， lim JG) =10 是 否 可 除去 。 
证 нена, BÄ 
у (9) < у (д) <K 
又 lim 9,02) = 9(z), 由 替 利 定理 的 证 明 可 知 V (9)<K, 令 4,B 一 
viá -4 
co 得 到 V (9) 二 K， 这 表示 g(z) 也 为 (一 co。，+ co) 上 的 有 界 变 


差 画 数 . кр 
又 由 lim f(z) = 0， 对 于 任 给 e>0， 存 在 X， 当 |z| >X 有 


ё 
а <. 
所 以 ， 当 4，B>X 有 
в B i e 
сао |е V 0905 
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е | 
及 || raqa < бп 0,1,2, gg) 
:J-4 5 
从 而 下 述 积分 
[ioina 及 | iodo 
都 存在 。 
再 由 于 赫 利 定理 知 ， 对 A>X деро, ЖЕМ, “n>N 
有 
A A i e 
||“ taaa- | roaoco |<=. 
EF, щп>М Н 
f roana- toasa] 
<|| iwana] + || raag] 


у jx 1()4д(х) | + IN 1(х)йа‹(т) 


у |[ tanda, -| fG)dg(z) |<, 


此 即 lim Í” fda = | fasa), 
最 后 ， 若 条 件 lim f(z) = 0 去 掉 ， 结 论 不 一 定 成 立 。 


事实 上 ， 如 取 f(x) 三 C 寺 0(C 为 常数 )， 
0, т<п, 
1 „ 02591 


9.62) =] 


显然 ， V (д) = 1,limg,(z) = 0Ё19(х) = 0, 
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所 以 | fepbase)=cs0 


f(z)dg(z) = 0 


这 说 明 此 时 结论 不 成 立 。 


16。 设 jz) 为 [a， bj] 上 有 限 函 数 , 对 分 法 T: а=т„<хт,< 
<а,=5, 18 


ÍD ~ f(x;-1) — Pez 2 = Je), 
V; G= A Ti — Ti! Tipin Z; | 


如 果 зир\/,(Ту< +оо, ШЕЙ, 


G) Ў) Га, о ЕДА, 

(2) 对 任意 zE(a， Б # 0р+ј(х) = р.х), Dfa) = 
р(х), Жр Dt f(z), D,fGz)(D`f(z), DANIE 
点 右 ( 左 ) 导 出 数 的 上 、 下 确 界 8 

(3) ЕМ fl(z)2-D*f(z), |LED Ca), Д/С), 
14(z) 为 Lz，b] 上 的 有 界 变 差 函 数 。 

证 D 任 取 定 点 z。 ECa，6b)， 由 于 f(zo) 有 限 ， 所 以 

а= тах (E9 -40 |, [295 feo |) сан, 


0o74 b= zo 


任 取 x E La, b], £o, 若 zo<z< 和 中 X a<r <r b 
为 分 点 的 分 法 T， 由 假设 有 
Caa) -f _ ](х)- fra) |< V тә <м, 


50-8 Е-Е 
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其 中 M=sup V *(Ту< +оо, 所 以 
e= te) |<м+ 了 za) 一 Ka) | <м+а< +оо 
2-2% Zo 一 4 š 
ИЖ, #a<r<r <b, ZMA 
fC) —1() |<м |70276 ма 


Z0 一 了 Ь—х„ 
ЖЕ йт, z,C[a, b], PHRI KE. 
Жеш, HAART, BETA: 
006%) ама, 
21-2, 
Ër, Er АШ, BPL, <T, <L REKT LT, ` 
总 有 | 1(х,)—1(х,) _ Flza) -f(E |<м = 


т;—7| To =T: 


1(жу)—-1(х„) ” f(z,)— f(z) |<м. 


21-1 r, XI 


f(ro)~ f(r,) Ў 


Yo 一 了 2 


所 以 | | см +max ( 


т,—27\ 


|16212 76250 |) <om+a. 


х: 
#т\, Er RRN, Biz <I <r, WA 
fC) - [(х®,) |<| 1(х,)-1‹ж) 25-7, | 


т;—\ Z, 一 Yo 25-21: 


fe Кш .az | с| G) Go | 
£= fi Е 


to- T, 2-8, | 
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+ fcra) -fC <2(М } a) 


En 

取 N =2(М+а), EER — Hr, z,€[a, 5189 
|[fez,)—f(z )|<N|z,-z,| 
这 就 证 明了 f(z) 满 足 李 普 希 效 条 件 。 


(2) GD 由 微 积分 知 ， #5 а-а. ER, 则 序列 (a,} 收 


#. FXE, На, = (а-а. 1)+ ao， 右边 部 分 和 收敛 ， 从 


i=1 


而 lim o, 存 在， 

GHDuEB]D-f(z) = D_f(z) 

由 (1) f(x) 满足 李 普 希 效 条 件 ， 因 此 fz) 的 一 шен 
ARPIDE) <N. MMD IE), DADAR. NRMF 
12 题 的 证 明 可 推 知 左 导出 数 的 全 体 是 一 个 闭 集 ， 从 而 DJ(z) 及 
D-fCz) 为 1(z) 在 x 点 的 两 个 导出 数 ， 故 存在 tr727 ,ys,777 使 得 
іа Ko =D-f(z), 


ә 


lim 


lim fe) = =D. 


若 {z,}，{ys} 中 有 无 穷 子 列 相等 , 显然 有 D 1(z) = D ік), 
因此 不 妨 设 {7} 站 {yn} = $. 

由 于 zt，yn7Y，， 故 可 选 它 们 的 子 列 满足 ， 

1°. Ery Са, KYm <U, <: < z, < Engg 


<Yn, LYn a 


• 228» 


2°. 0< == т, <1, 0< =, <1, 
读者 不 难 验证 这 两 个 子 列 的 存在 性 。 


对 子 序列 (19 利 用 假设 条 件 和 (有 的 结果 易 证 ， 
Ia fa Y. f Mus... Y= 0.) 
а та 


"k+l ы: 


均 收敛 ， 且 它们 有 相同 的 极限 ， 从 而 只 要 证 ， 
Kan, -EEn 


lim. = рг), 
Ее Zapya Tn 
lim ma) T O) =D_f(z). 
tae Муш 
TGF 
атт РЕКИ 


fxs,,)— ECE) 


a 


以 及 


„Уан а 


шш Taggy Tng 
_ fe, D- Ка) La, 
ар Z... Tn , 
fv jefe оо 


所 以 


"Ë 
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<| fCz,,.,) -f(z) -Dto |.| 
а Papei Cag 


К ыыы ме | 


)- (х) 


-7 


ай 


f(z z 
<| с - p-1e | 
Ко-ош 


+2) реа) |o оо) 


所 以 Шаа 


同 理 可 证 ， нт D 0) =р_і(х), 


ГЕ Yn “Yn, 


所 以 Dfl) =D fle) 
Qi 说) 完全 类 似 于 (Ci 说) 可 证 明 ，D*f(x) = Рр, fe) 
《3) 证 明 fCz) 以 及 f(z) 为 La，6] 上 有 界 变 差 函 数 。 


对 任意 分 法 T，a = ze<zi<…<z=b， 又 设 序列 {z 串 )}， 


х{"\ Zzi(m-=co), BRAMA Lr KRG, 2, 
对 一 切 m 成 立 。 由 (C2) 的 (i) 及 (iii) 可 知 


ры ыр ыс (й=1, 2, =, n) 


z) — z, 
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于 是 lrOo] 


- > jinde - mf) E) 
= а = пою Ti Eiza 


= lim z | С) ск) ўба) јс) 


у) (т) 
Ti-1ı7 T; Ti —;+1 


ferizi) = fe) _ f(z;)— KE 


Ст) _ ут) 
z É) = Z, r, — zt 


1(к)-1(ж\?)у GREECE ren 
T; = z ЖЖ 

对 于 任 一 固定 m， 考 虑 [a，5] 的 一 分 法 T， 

a= KT LE LEPLE L LER LTKT, =b 
(т=1, 2, +) 则 对 此 分 法 fT 我们 有 


/| fz) -iE Кк) - f(z) 
ама 


xm =T; 2; = zt 
Темат аа. len- Kais) | ) 
о 
代入 (*) 对 任意 分 法 T 有 
n—1 
> ISLE = flr) <M 


£= 1 


这 证 明了 f(x) 为 (4，，5) 上 有 界 变 差 函 数 . 
EERIE CORA C, DEARER. 
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17。 设 jz) 为 [a， 6b] 上 的 连续 函数 ， Q(z) 为 [a， bJ E BJ 38. 
调 增 函 数 ， 则 对 于 [a， ЫЛЕ {ЕЖЕ ЕТ»: a=z <x,< 


…<z,=b， 由 部 分 和 构成 的 集 DCT。, J, a) = У, Гола) 


&€[z-, 20, Да,=а(д) аа.) ЕИ. 
Ш 对 分 法 Tu， 令 Mi = sup f), m= inf f(z), 


žij. EX Sin tsz; 


НУС), ШЕЕ, Сга, х] 使 得 M= fc), 
т=] (2) (i=1,2,…，n)。 又 由 eC7) 为 单调 增 函 数 ， 对 任意 
&Є[&-1, ZJ(i=1，2，…，n) 有 
| f G&)Aa <IE)Aa <) Аа, 
作 和 式 ， 记 

CA > fC&)Am <o (T, E; 1,02. S fE) Aa; 


i=l 
< E fc &4а,Аа 
ЮЙ, DCT., f, аус[с, d], Нс, de D(T,, f, a) 


FERREL, d]C DC(T,, f, a), 
对 任意 1E[0，1]， 定 义 


БО) = Sf ~ 5 +A &у4о; 


对 于 这 个 4 总 有 zi- S-A +E (i=1，2，…，n) 因 此 
FEDT., f, а), 
° 232 ° 


Ж», ЕСА - А) + А5) 550, 17 上 4 的 连续 函数 ， 从 
而 FC(4) 为 C0，1J 上 连续 函数 , 且 FC0) =c，F《(1) = d， 故 由 连续 
函数 的 性 质 知 F(4) 取 到 [c，djJ. 上 一 切 值 ， 从 而 有 

Ec, ајср(Т,, f, а) 

综 上 便 得 DCT。o, fs а) = [с, 4]. 

[ 注 ] 为 了 考虑 下 面 的 问题 ， 我 们 先 补充 一 个 概念 。 

设 fC(X)，a(x) 为 [a，6] 上 有 界 函 数 , 且 aC7) 为 单调 增 函数 ， 
对 于 [o，b] 的 任 一 分 法 T，a =zo<zi<…<zo=b 
JM = sup EP mis ш. f(z)|Xi=1, 2, +, п), 


分 别 作 达 布 上 和 与 下 和 ， 


U(T, f, а) = УМДа, ЦТ, f, а) = > maa, 
іт 1 


H PAg = а(х) - а(х.) (ї=1, 2, a | п), 又 定义 上 、 下 积 
分 
[iodo =inf UCT, f, а) 
f ida = suptar, f, а). 
显 见 ， 由 上 、 下 确 界 的 定义 ， 对 有 界 函 数 f(z)? 及 有 界 单调 函数 
a(z)， 这 两 个 积分 都 存在 。 如 果 上 述 两 个 积分 值 相 等 ， 则 称 
f(z) 关 于 c(z) 在 达 布 意义 下 的 黎 曼 一 司 蒂 吉 斯 积分 存在 或 fCz7 
关于 c(z) 在 达 布 意义 下 可 积 ， 记 其 积分 值 为 
ep) | raodaca) = овас = | усадааса), 
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18， 设 xc(z) 为 单调 函数 ，f(z) 在 [ao，b 上 关于 c(z)? 的 黎 曼 
一 司 蒂 吉 斯 积分 存在 ， 则 f(z) 关 于 c(z) 在 达 布 意义 下 的 黎 曼 一 
司 蒂 吉 斯 积分 也 存在 ， 并 且 这 两 种 意义 下 的 积分 相等 。 又 问 此 
定理 之 逆 是 否 成 立 ， 举 例 说 明 。 


证 ЖО(Т, ó, f, а) = Хела 为 相应 于 分 法 了 和 取 
61€ELzi-1 Zi] 的 部 分 和 式 ， 记 p(T) = max (z, ~Ti 1) 由 假设 


我 们 有 
Ш о (Т, és f, а) = | faama, 

也 就 是 说 ， 任 给 e>>0， 存 在 6>>0， 当 pCT)<6 时 有 
|0(Т, ë, f, 0)~A|<e/2 

不 难 验 证 ， 对 上 述 z 和 分 法 T， 分 别 取 达 布 上 和 与 下 和 有 
А-5-<щТ, f, аўу<Ш(Т, f, а)< A+— (1) 


щт, f, а)у< | 1(адйабху< | fr)dacz) 


<U(T, f, а) (2) 

事实 上 ， 先 证 对 于 任意 分 法 T,，T。， 令 T=T, UT,， 则 有 
L(T,,f,a)<L(T,f,e)<U(T,f,e)<U(T,,fJ,e) (3) 
现 证 (3) 式 , 因为 7 是 Ti 的 加 细 分 法 。 若 T 只 是 在 Ti 的 第 i 个 


АЕ Бау Вау С" Сар, Të 
m= inf (700), m= inf {f(z)}， 所以， 
s; 1 <s<z$ 57 


‚234, 


m= int (fGz))<min(m%, тб), жау) 的 递增 


з= 
性 质 可 得 ， 
L(T, f, a)-LC€T,, f, ау=т'?°[а(х'у-а(ху_,)] 
+m P Tale) -alal -m al) -alr )]J20 
车 T 比 T, 多 更 多 的 分 点 ， 重 复 利用 上 述 推理 可 证 
Т, f, oa)-L(T,, f, а)>0. 
[ЖЕ UCT, f, a)-UCT, f, а)20. 
X UC(T, f, a)-L(T, f, а) = SF M:i- mi) hos>0 


i=1 


综 上 可 见 (3) 式 成 立 。 
由 (3) 可 知 ， 对 于 任意 分 法 T，,，T, 有 

L(T,, f, a)<U(T,, Í, а) (4) 
其 次 证 (2) 式 成 立 : 


在 (4) 中 国定 T,， 对 T, 取 上 确 界 得 
f idale) = sup ЩТ, $, a) SUC, $, а) 
同样 在 (4) 中 国定 Zi， 对 T。 取 下 确 界 得 
щт, f, o< roda) 
将 此 式 再 对 Ti 取 上 确 界 得 
[педа | гадас 
综 上 得 不 等 式 (2)， 利 用 不 等 式 (1)、(2) 得 
4- 呈 <| fdcr) < | teyac)y< А+. 
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r: b 
所 以 o<| .fa)da(z) -| taayaa ca) 


<| 2 -A | +| [raya aa -Al<e 


由 于 e 的 任意 性 ， 这 就 证 明了 ， 


КО à f'ta, 


反之 ， 这 个 定理 的 道 不 成 立 ， 举 一 反例 说 明 。 


1 0<2<1, 
设 /(2) -| 
2 zI 


3 0<т<4, 
а(х) | 


4 - <r<l 


对 任意 0> 0, 取 分 法 Ti:0= z, <z, <... < x, С 


= 1, p(T,) <ó) 2yiET,, 0=1 <U, < y= 1, 


Lewn- Y), P(T) <ô, Mj 


00 5 f, a) =I, NAC, ) -alt .,)) 
HICE, 1) (а(х, 41) -az )) =1, 
OTa, ë f, а) = fC, EAC ) -aly .1)] 


* 236 ° 


1 
1 ё. ey- +] 


-Í 
l 1 
2. &, Ei Yi ) 
从 而 lim с(Т,, ё; f, 4%) 不 存在 ,也 就 是 f(z) 关 于 xc(z) 不 
TR. 


但 另 一 方面 ， 对 任意 分 法 T， 易 知 
sup L(T, f, а) =1, inf UCT, f a)=1 


因此 саас = | fCz)dakz) = 1, 这 说 明 在 达 布 意义 下 的 


黎 曼 一 司 蒂 吉 斯 积分 是 存在 的 ， 
注 1. 关 于 这 两 种 意义 下 的 积分 读者 不 难 补 证 如 下 命题。 
f(z) 为 [ae，2] 上 仅 在 z= C 点 不 连续 的 函数 ，x(z) 为 [ac，0] 

上 单调 增 函数 ， 旦 在 z = C 点 不 连续 ， 则 f(z) 关 于 c(z) 的 黎 曼 一 

司 带 吉 斯 积分 不 存在 。 但 车 fz) 在 z=C 点 右 ( 左 ) 连 续 , ату 

z=C 点 左 ( 右 ) 连 续 , 则 f(z) 关 于 a(z) 在 达 布 意义 下 的 黎 昌 一 司 

蒂 吉 斯 积分 存在 。 而 j(z)，e(z) 若 在 z = C 点 的 某 一 同 侧 均 不 连 

续 ， 则 fCz) 关 于 a(z) 在 达 布 意 义 下 的 积分 也 不 存在 。 

注 2. 有 时 采用 上 、 下 积分 相等 来 定义 黎 曼 一 司 带 吉 斯 积分 

存在 .根据 18 题 可 知 这 样 定义 比 书 中 的 定义 适用 范围 更 广泛 .为 

了 更 好 理解 这 两 种 定义 的 差别 ， 我 们 引入 下 述 命题 。 


19。 设 jz) 为 [a,b] 上 有 界 函 数 ，%(z) 为 [ao,b] 上 有 界 单调 
函数 ， 下 面 三 个 命题 等 价 ， 
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(1) 存在 实 常数 4 满足 如 下 性 质 ， 对 任 给 二 >0， 存 在 [a,b] 
的 一 个 分 法 T,， 使 得 对 于 T. 的 任意 加 细 分 法 T， 对 应 的 部 分 和 
о(Т, É, f,a)= D EDAC Einn 满足 ` 
|о(Т, Š; f, a)- А|<е, 
(2) 对 任 给 eg>0， 存 在 一 个 分 法 并 使 得 对 于 T. 的 任 一 加 细 


分 法 T 有 
0<U(T,f,0) L(T,f,a)<e, 


(з) f(x) 关于 alz) 的 达 布 上 、 下 积分 相等 ， 也 就 是 说 在 达 


布 意义 下 的 积分 存在 。 

证 〈1) 一 >>(2)， 若 c(a) =a(b)， 结 果 显然 成 立 。 

车 eCa)<a(b)， 对 任 给 e>0， 由 (1) 知 存在 分 法 T, 对 T, 的 任 
一 加 细 分 法 T, a= z, <z < Са, = 及 任意 6,&;' Elni] 
(i=1,2,…,n) 有 


лао дад, 


|Z да-А| <+. 
合并 这 两 个 不 等 式 有 
[E gap -1 ааа <5 


因为 Mi-m= овар GOIG), BHD #Ш 


xs EUZ рр 


soi Er T, 
h= oy шуу йө, &' Elna a 


15 一 іё, >м; - m;-h 
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这 样 对 于 分 法 T. 的 任 一 加 细 分 法 T 有 


0<U(T, f,z)— L (T,f,a)< > (М, – т) Да; 


i=1 


< 060-7607) Аа +h X As 
2 E 
Ss 


这 就 证 明了 (2). 
С) => (3). ШО) НЯ, HERES, 存在 分 法 T,， 使 得 
对 于 T. 的 任 一 加 细 分 法 T 有 
U(GT,f,a)<e+L(T,f,a) 
由 上 题 \2) 式 可 知 ， 


[сааса <0Т,у,а)<+ ЩТ ,/,а) 
b 
<e +f KOLU 
以 及 
b ro 
fi iadaaa | iadaa), 
在 前 式 中 ， 由 于 的 任意 性 ， 令 e->0 有 
J tayqa < | tGo4aG) 


b 下 b 
f idac) =| fazda) = (D) Í fdata), 


a9 * 


O=: 由 (3) 记 


b TE 
A= J. KOLES =f f(r)da(z). 


从 而 ， 对 任 给 sz>>0， 存 在 分 法 T.“ 、T.” 使 得 ， 
О(Т/,ј,а)<А+е, ІТ," ,f.a)>A-e, 
从 而 对 T.' 的 任意 加 细 分 法 7 有 
U(T,f, a) SU(T.’ fa)<4+e。 
HT “的 任意 加 细 分 法 T 有 
LOT,f,0)>L(T.”,1,0)>A~-e. 
取 T.=T, UT.”， 则 对 T. 的 任意 加 细 分 法 T 有 
А-е<І(Т,,},а)<І<Т,},а)<о(Т,ё;},а) 
<UCT,f,e)<U(T,,f,a)<A +e, 
所 以 |о(Т,&;],ау— A| <, 这 就 证 明了 (1). 


20。 设 f(x) 在 [a,b] 上 关于 有 界 变 差 函数 a(z) 的 全 变 差 函 
лсо V (c) 的 黎 曙 一 司 带 吉 斯 积分 存在 ， 则 jz) 关 于 c(z) 
的 黎 曙 一 司 带 计 斯 积分 存在 ， 且 满足 
fira <| са у са), 


证 由 于 | f(z)d V (0) 存在 ， 由 第 18 题 可 知 ， 对 任 给 e>> 
0， 存 在 9>0， 对 分 法 T， 只 要 pCT) Со 


0<UCT,f,a) = L (T,f,a)< в, Ax, <. 
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其 中 Ал; = z(z;) = aC), JIELL asn] 上 的 振幅 。 任 
取 分 法 Ti: а= << о, =6b 及 T, 使 得 p(T )<д,р(Т,)< 
ô, fET=T,UT,, а=х,' <: <<, = b, Дф = zi 
(i=0,1,2,…,n)， 从 而 

107,2" ;3,а) -о(Т,,8,,а)| 


= |> ( x ICE) да,- f€) Aaj) | ` 


i=1 jm gt 


k 


< ПЕ) -FED Паску) -ale 0)] 


im jek; ү+1 


k 


< >o, > [aCz;’) ~az; -| 


i=i jek; +l 


n £ e 
< >, VW<7 
й AAA 


同 理 对 T, 及 T=T,UT, 也 有 
[о(Т,&/,],ау—-о(Т,, &,],а)у|< = 
合并 此 二 式 ,对 任意 分 法 Ti，T:， 只 要 p(T,)<6，p(T:)<6 及 
IEEE, E, 就 有 
[0(Т\,&\/,ау-о(Т,, &],а)|< C) 


由 此 可 知 ， 对 go= 二， 存在 4,>>0， 取 [a, 的 的 2 等 分 ， 


使 (6 не a)/2"" <ó,, Ж n] Een, L Nm |, 对 此 分 法 取 如 第 5 题 
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2"m 


《过 ?中 的 特定 部 分 和 mn= DfA Cm=1,2,…). 
OEE Го, 一 0 之 去 (因此 时 相应 两 个 等 分 法 的 
FRIKO). 所 以 


[Tmi ~ A < 2 |Z, = Tmi] 
这 说 明 数 列 {cw] 为 柯 西 基本 列 。 因 此 ， 存 在 极限 4 即 
lim on= A, r) 
下 面 证 明 ， 对 于 任意 分 法 T 和 取 点 s&， 恒 有 
lim _ 90(Т,5,],ау=А 
从 而 就 证 明了 1(z) 关 于 cz) 的 黎 曼 一 司 蒂 吉 斯 积分 存在 。 
HAA), МЕ е>0, PEN, щт> мр 
> e 
|о„—-А|< БЕ 
记 01=(b~0)/2*( 其 中 nw 如 上 所 取 ), 不 妨 取 N 充 分 大 使 得 01 < 
9( 这 里 的 6 为 满足 (*) 所 了 到)， 这 样 由 (*) 式 可 得 ， 对 任 给 分 法 T， 
只 要 pCT) <0 及 取 m 宇 N， 就 有 ， 
[oC(T,E31,0) — A|< |0(Т,&;],а) -on 


z: e е _ 
+ |On- A| < S h "ба 
这 证 明了 ш , o(T,Ë,;f,a) = А, 


° 242 ° 


最 后 证 不 等 式 ， 
|, саас <| леа V о), 


b a ` 
# алау +оо, шж. 
， 
# сау сао, 
[| садаа сс) -iim |Z reae -acs 
<lim D IIED ° le аб) | 


<lim ZIV ба) 


i=1 ži- 


= [rayta V e, 


21。 设 jz) 在 [a, 的 上 连续 ,c(z) 为 Fe,b] 上 有 界 变 差 函数 ， 


лг) = V (а), FG) = | AO dac) iE: EEH Cab] 上 


ARRAMA V =f oldo, 
证 “由 第 20 题 知 


S Fa)-F (х,)|= > f: f(t) da (1) 
i=1 геа Ле 


2100 Сак со = lic lace), 
iel i-l ü 
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所 以 ，F《(z) 为 有 界 变 差 函 数 ， 且 


V G= sup Z 1Р0) ~F md) < oao, 
4 i=1 ы 


记 J 了 = атс) ЧЕ АТ, азоо, а,Ь, 


ОСТ) =ð, 又 记 s,= 5 ig Ов) 
下 面 证 明 只 要 0 充分 小 ，S$ 可 任意 接近 J。 
由 于 x(z)= Væ, z(a) =0 URIEL, b] F E$, 
FA, IERES, 0,20, WETT) =0<0, 满足 
0о<л(Ьу- > jar) -alti |< 以 及 


IFAD- С) |<, 
ДИР!!/-”|<д,, a<t' <t”<b, 
另 一 方面 ， 由 于 |1(Ct) | 在 [zi- 1 ,zi] 上 连续 ，x(1) 为 单调 增 
函数 ， 类 似 于 积分 中 值 定理 ， 对 [zi-; ,zj 存在 5S:€ 21,00) 使 
得 


[ear = l |!” ала), 
w сеу i-i 


i 


由 此 有 л raya у= Xlresol|” asco 


所 以 J-S,= > вот {f алсо - fii ае) 
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+ ®{[['' воас |-|['' fe ao |) 


< он eo- fi eo) 


+D || aso- roa | 
i=1 ži- 
< вар 1700 аф) - X lal) -а6))) 


$= L 


+€ > |a(zi) — а(х.) | 


i=1 


<( sup 17601 +л(6)) • = 
在 此 式 中 令 es-0， 有 8->0, m limS,= V СР), 所 以 I< 
b 
pt 
lim S, Ve. 


所 以 V «= [fed ane). 
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第 八 章 ”绝对 连续 函数 、 
勒 贝 格 不 定 积分 


FEAF ”绝对 连续 函数 概念 及 基本 性 质 。 绝 对 连续 函数 
与 其 导 函 数 的 关系 ,绝对 连续 函数 与 有 界 变 差 函 数 间 的 关系 ( 巴 
拿 哈 。 查 列 菊 基 定理 ,及 菲 赫 金 哥 尔 痰 定理 )。 绝 对 连续 函数 与 
能 表 成 可 和 函数 不 定 积分 的 函数 之 间 关 系 ， 进 一 步 给 出 黎 斯 定 
理 。 近似 连续 概念 及 若 当 阿 定理 。 最 后 研究 了 绝对 连续 函数 与 
司 蒂 尔 吉 斯 积分 的 联系 和 求 原 函 数 的 问题 


1。 可 和 函数 在 它 的 每 一 个 勒 贝 格 点 是 近似 连续 的 ,但 其 道 
PR. ) 
证 设 1(z)EL[a,b],z。E[La,b] 是 它 的 勒 贝 格 点 。 不妨 设 
zoE(a,b)， 因 为 对 于 端点 只 需 考 虑 单 侧 情形 就 可 以 了 。 


由 勒 只 格 点 定义 可 知 ， 对 任 给 定 的 数列 i n=1,2, 


3，… | 必 有 相应 的 数列 {hns n=1, 2, 3, Ө} b ~- z, >h, > 


hni >s h—0. B.:4h € (0, hait, 


1 to +h 1 
+J” 1) alda iy 


& А„=[ш„, Lo + hals 


24+ 


Е,= А„(1Е(|1(х)-1(хь)| >21), 


”р=[2,, 6) ~ UE,. 
现 证 明 f(z) 沿 D 在 z, 点 右 连续 。 
事实 上 ， 对 任 给 定 的 e> DEE, m>L, 当 zEDn 


Г2,, Zo +hn 1, # =€ E,, 从 而 

lG ~ fr) е, 
”因此 ，f(z) 沿 D 在 x, 点 右 连续 ， 用 同样 方法 可 证 在 xz, 点 沿 
D’ =[a, z,1— U Cro- hus £3 ñ 
ПЕ(|/(ж)- EDSA) 


左 连续 。 所 以 ，zxo 是 1(7) 沿 DUD' 的 连续 点 。 
其 次 ， 要 证 明 z, 是 D 的 右 全 密 点 。 | 
ЖЕ >0, (不 芒 设 h<h,)， 必 有 正 整 数 n 存 在 ， 使 得 
h,,  <h<h,, + 
D(Gh) =Díl[z,, z, +h] 


= [51,00 +h]-—- [z ,z, +h] n(U Е,) 
= 02,2, +h] Ü B- 
i= n+1 


-te tmN (UY E.) 
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由 于 h<h,， 故 对 一 切 k<<n 有 ， 


то+А 
> fs) fe) lar 


аі | II) - fz) |dz 


[ze ,ze +AINE; 
1 . 1 
=+ . "Се ,To +һҺ]ГЕ,) 


1 
> . gmr „Zo +h] 门 五 )。 


所 以 ， m([zo ‚л AINED <А, (к<п) 


D m([z,,z, +h] ПЕ, <А. 


k= 


当 k>n 时 ， 完 全 类 似 的 方法 可 知 ， 


Ze +h n+ 
arr Or | оа 


> 于 -| IFC) ~ fOr) |dz 


1 l mEn) 


学 二 一 
h., n+l 
| Ж\з. 
所 以 тС.) еи . 
h, 
同 理 MEn < Tr k=2, 3, = 


于 是 h>mD(Ch) >h- Spn- 


koms 
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n+1 


2 


тооп _ S 1 _ 
ID 1-5 之 3 


mihoj, поо, В 
lim лоор. 


= lim (1 - “= 
=1 
所 以 zo 是 D 的 右 全 密 点 ， 同 法 可 证 zo 是 D' 的 左 全 密 点 。 
故 z, 点 是 近似 连续 的 点 。 从 而 命题 得 证 。 
反例 ， 在 [0，1) 作 如 下 函数 ， 


z zej, 4 È +d) п=1,2,3,-- 


G) = М ыч на, L o) n=1,2,3,4,°" 
(0 z=0, 
a I 
其 中 = 
再 将 f(z) 按 偶 函 数 延 拓 至 (-1,0] 而 得 到 (- L D 中 定义 


的 函数 。 
首先 ， 证 明 z= 0 是 右 近似 连续 点 。 


e 0н z) 


ус Ев, (2) = 0, 101/00) = 0. Ж 
limf (x) = 160). 


#0 
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REREH иш = 0% D = 1。z = 0 就 是 右 近似 连续 点 了 。 


由 f(x) 定义 , 当 hE (rog TEEM = Гон) nz, 
于 是 就 有 
Ew- Ü [p+ =) 


U (Co, mN [rtr +4. s) 


=[0, h) - Ú [去 ， э+®)- 


#=л, +2 


~[0, WN [slr сузсут *Ф. +з). 


oo 


н Жп, mE Sha D 4,-4,, +1 


="... 
үт, 1 
=һ- > 927 
бепе +1 
с | 
г>һ-һ‹ > ЕЈ 
i=" +1 
КК сз 
=h(1 че). 


对 一 切 7I << no 二 1，2,…, 都 有 上 述 不 等 式 成 立 ， 


故 当 h->0+ 时 ， 有 n。 一 于 是 


LE 


* 250 = 


而 mE(h)<1， 
所 以 Lm жага, 


从 而 证 明了 z = 0 是 右 近 似 连续 点 。 

完全 同样 的 办 法 可 证 z= 0 是 左近 似 连续 点 。 故 z= 0 是 1(7) 
的 近似 连续 点 。 

其 次 ， 证 明 z= 0 不 是 f(z) ЮЕ ДК. REE RER 
h = 1 

>: 


‚_1(*" 
із lf(z) -= f (0) |ds 


L 1 
>lim- > 2iem „|2, 5+4) 


i=n+1 


по 


ЖИ, х=0, ЖЕРК) ЛК. 


2。 对 于 有 界 可 测 函 数 而 言 , 勤 贝 格 点 与 近似 连续 点 一 致 。 
证 因为 惑 贝 格 点 必 为 近似 连续 点 ， 所 以 只 要 证 出 有 界 可 
测 函 数 的 近 伺 连 续 点 也 是 勤 贝 格 点 即 可 。 
设 z。 是 f(z) 的 近似 连续 点 ， 所 以 存在 集合 E 满 足 ， 
lim f(x) = fC), 


lim m(EN[zo ~h, z, +h]) =1 
0 2һ 


现 估计 下 式 ， 
“251, 


ы HEGE —fCro) ldr 


ПОМ 


Чха — k; хо +h)nE 


I _|fG) ўс) ldz, 


2h }(«,—; z, +h1nZ 
H С) 知 ， Хер 0, 存在 bo 之 0， щ0<һ<һ, 
时 ， ЖхЄЕ, [z -z| <h, 则 有 


1f(z) — (хь) < 


m([z; —h, z, +h]— E) 
及 2h <a 


其 中 M= sup |](х)|<+с (AIDH. 
将 这 两 人 结论 代入 (…)， 于 是 当 0 <h<h。 时 ， 就 有 。 


o< <x. Ë WW —1(х„)|йт 


E m(ENT[z, ~h, z +h]) 


= 
ШЕ? 2h 
+ Th *m([z, —h, zj+h]- E) 
e 2M 
a = 
т Су 


于 是 lm S U IfGO- fGoyldz= 0 


从 而 可 知 ， 
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"md f" j) - Go) |dz = 0, z, 是 f(z) (Л 
格 点 。 
3 。 设 在 点 zuo，f(z) 是 其 不 定 积分 的 导数 ， 单 是 在 此 假定 
TF, Сет, ARMEER. 
“ы r t 1 1 
(1 агат" m) 
RPE 1 1. 
ө 1 z E| WFT’ arie me A) 
L 0 r=0 
(п=1,2,3, ШУ] 
f(z) Ж 10,10 上 有 界 可 测 函 数 ， 故 f(z) ELL0,1)。 
+ еба) =| iade 
首先 计算 p(z) 在 z=0 点 的 右 导 数 。 


h 
f ez) dz 
p07) = lim ®©® -= a ' 
ank h. мл H 


设 0<h<1, 必 有 正 整 数 no 存 在 ， 使 得 
<< 于 是 


no +1 


[адаг = > f, nd |. А fr)ar 


i=n  +1 т. +1 


由 jz) 的 定义 知 ， | Fdz =0, (i=1,2,3,.) 
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所 以 
ПИ 1Gz)dz| = (PE Ї(х)йх 
ato io 
no netl 
= 1 
по ° (no + 1) ° 
Hho hjni = + о, РА, 


0< lim po PO соны etl _ 
0 ne зо п, • (п, +1) 


=0 
所 以 pz) 在 z= 0 的 右 导 数 存 在 且 等 于 fC0). 

当 把 (x) 按 偶 函数 延 拓 至 (1,0] 时 ， 就 得 到 (一 1, +1) 中 
定义 的 函数 。 用 上 述 同 样 方法 可 知 p(z) 在 z = 0 的 左 导数 存在 ， 
HP’ o= 700). FÆ (0) = 700) = 0。 | 

由 于 在 0 点 的 任意 邻 域 (0, 土 6)， 当 zE(0, 土 6) f, ER 
fœ =1， 从 而 对 zx= 0 的 任 一 全 密 点 集 不 可 能 有 点 列 zr*， 当 
z. 0 时 lim j(z,)=0=f 了 (0)。 故 z= 0 点 一 定 不 是 j Сх) 的 近似 


连续 点 。 


4。 假 如 jz) 的 所 有 导出 数 都 满足 不 等 式 DIK, I 
末 1(z) 满 足 李 普 西 效 条 件 。 

证 ” 先 证 1(z) 是 连续 函数 . 

若 f(<) 不 是 连续 函数 ， 必 有 点 ze 是 不 连续 点 。 于 是 ， 对 某 
MEDO, FE PRI] {6,} |/ 0， 使 得 |f (ze +ó,)- f Сс, 
>e. A 
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lim 


即 f(x) 在 Xo 点 有 一 导出 数 是 + oo, ХУШИ f C) Br ФН 
都 满足 Dj(z)| <K 相 了 矛盾， 所 以 必 有 f(7) 是 连续 函数 。 
现 构造 新 的 函数 
F, (z) = Kz + f(x) 
Е,(:) = Kz ~ f (z) 
РЕ, (х) =K + рі(х)2>20 
"РЕ, (х) =К- рү(х)20 
由 定理 “ 若 p(z) 是 [a,b] 上 定义 的 有 限 函 数 , 它 在 每 一 点 的 一 切 
导出 数 都 不 是 负数 ， 则 w(z) 是 一 增加 函数 ?可 知 ， 当 VY>z 时 有 
Е,Су)у:>Ё|(т); 
F,(y)>F,(7). 
也 可 写成 ， 
Ку+](у)у>Кх+ f(z), 
Ky- f(y)>Kzr~ f(z), 
从 而 就 有 
00) - FE <K |у-х|. 
这 就 证 明了 1(7) 是 满足 李 普 西 效 条 件 。 


tD- СОТА 
ó, 


5。 设 F(z) 是 (- оо, + co) 上 定义 的 函数 ,如果 对 于 (- оо, 
+оо) 上 任何 绝对 连续 函数 f(z),F(f(z)〉 是 绝对 连续 的 ， 则 
F(z) 满 足 李 普 西 兹 条 件 。 

证 由 于 F(x) 是 绝对 连续 的 ,因而 F(Z) 几乎 处 处 有 有 限 导 
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数 。 

车 F(x) 不 满足 李 普 西 兹 条 件 ， 由 前 题 可 知 ，F'(7) 一 定 不 
是 有 界 的 ， 因 此 ， 有 一 列 {z;} 使 得 |F’(z,)| >n (=1,2,3， 
…)。 在 {7,} 中 可 选 出 一 列 {z,, iz, «х, ，,(K=1,2,…) 
EF’, ONS, RWAF Ge, )2>0. 

从 而 F’ (z, >n, (k=1,2,3,.….) 

S Y= HTE (у) >п, 2k, MA, EO, 

8 <ð: mf 
Fy, +0) -FUD k 


现 取 6i 潢 足下 列 要 求 ，0<<6i <0? „уа +ó,<U, +1 
于 是 
|F, + д,) — F(g.)|2>kó, Ce) 


Жр Ук, < + eo, 若 不 然 ， WX = +, 从 而 ， 对 一 切 


k=1 


正 整 数 m， 都 有 
УЕ, +0,)- ЕС, )] >юю,- ° С.) 


B-A m0<6, <, ж <, 于 是 对 任 给 的 
0>0, 存 在 正 整数 mo), 合 得当 ms >mto) 时 ， 有 
È б< > 去 <6. 
M ol Sapi Эйр, ë 
S È,- a4)<6,{(a1,61)) 为 两 两 不 相交 的 区 间 组 时 ， 有 


kl 


“256 7 


> IF(b,)- Еа,)| <; 


所 以 如 到 (a1 .b = (0,,0,+0,), # 
z ЕСИ +ó,) — Еу) |<, сө) 
сэс юне, ВИ, 
®кё,< +, | (1) 


ket 


利用 上 面 得 到 的 gt ‚д, = 1,2,3，…) 构 造 出 一 个 分 眉 线 性 
的 连续 函数 。 由 于 0, Сг Е НС, ODRE: 


c10 >> 1da. (2) 


设 jz) =0, ze0。 
Га ид, +1)I+Y  ,z C€C[n(ó, +1), n+1)6,+n], 
(һ=0,1,2,3,-(с,—1)); 
—6,[2- (n+1)ð,-n]+y, +ó ,z € [(n+ 1)д, +n, 
(6+ 1)(0, +1)), (и=0,1,2,3, (с; –1)); 
(z—c,ó, —c i +1) +0, +06,,56[с,0,+с;-1,5,), 
(5, E f(s,) =Y2,Y: >Y +81); 
fa) = r—s,—n(ó, +1) +Y, £ E[s, +n(ó, +1), 
S +(n+1)ð +n), (п=0,1,2,3,--(с,—1)); 
— óÓ;(z — s; — п— (n + 1)82) + Y2+82,x [5+ (п+1)д;+п, 
5; +(n+1)(82+1)), (1=0,1,2,3,-(с,—1)); 
(0—5,-с,0,— с, +1) +Y +82, LECS, +c,Ó, +C; 
| -—1,5;), (ss 满足 1(ss) =Ys, Y >Y2 +8); 
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由 于 0<6; 过 1, 所 以 ,f(z) 的 一 切 导 出 数 1DfCz)1<1 由 第 4 题 
可 知 ，f《x) 满 足 李 普 西 兹 条 件 ， 所 以 f(z) 是 绝对 连续 函数 。 
现 证 Сб) =F(f(7X)) 不 是 绝对 连续 函数 ， 
设 Га!, Ві) = Ді =[(д, +1) *],0 +1)6, +j) 
j=0,1,2,-: (c, ~ 1), 
i=1,2,3,"" 
由 fC7) 定 义 知 ，f Cai)=yi;,1(B1) =y; +0;。 
GOBI)~ Gai) =F; +8;)-FU;). 
{41) 是 一 组 两 两 不 相交 的 区 间 组 ，。 


ci 一 1 


> т(А!у= сб, а. 
i=1 


jmi 


IM 


= 2, + 20-10, 


由 ( 2 ) 知 < Zu YH ©те. 
и, Еро, Ет, щт >т], 


с 1 


> > (4!) <е, 


iem, imi 


н 2 У Ica) - Са!) | 


с 71 


5 > IFW; +0;) ~ ЕС) 


фет, i 


ц 


У с,(Е(у, +61) - ЕСУ) 


р=т, 
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= +оо 
从 而 证 明了 Ga) 不 是 绝对 连续 函数 。 这 就 与 题 设 发 生 矛 
盾 ， 所 以 ， 必 有 F(x) 满足 李 普 西北 条 件 ，。 


6。 设 1(z) 是 在 [a,b6] 上 定义 的 函数 。 如 果 对 于 任 一 正 数 e， 
常 有 这 样 的 5， 当 有 限 个 区 间 {(a4 ,b1)}， 其 全 长 小 于 6 时 ,不 等 
式 


| афо а) |< 


常 成 立 ， 则 f(z) 必 满足 李 普 西 效 条 件 。 
证 由 假设 可 知 ， 对 任 给 的 so>0， 必 有 do 之 0， 只 要 区 间 


组 {Ca4564)) 全 长 可 O, - a< RE 


|) а) <e. 
对 任 一 点 z, € (а,Ь), VAn CERHO FE, 8х, + 


20 СЬ, mnn Bb, BAT + 95, 3uh0<0 <. 


对 任 一 n>>n。， 构 造 区 间 组 {(a. ,b,))k = 1,2,-n.,a, = Zo, 
b, =o +в» 1,2,+еп, 于 是 ， 


n 


> (b,-a,) = 9, =ó, <ó, 


Kl 
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故 有 |Zí@5-raeo| 


n(i (ze +-®)-1е=әэ)| 
<е,. 


ó, 
1 ` -ÍC о) 
эж 116 п) ч» з 


п 


Е, 
7 
60 


对 一 切 n>mo 都 成 立 。 
ó, 
f т = f(x.) 
于 是 


n 


即 1(x) 在 zo 点 至 少 有 一 个 导出 数 [Dio] <5, H + z, 是 
(a,b) 中 任 一 点 ， 所 以 ， 对 于 (a55) 中 任 二 点 f(z) 都 至 少 有 一 个 
SHUT 
同时 ， 由 假设 立即 可 知 f(z) 必 为 一 个 绝对 连续 函数 。 由 定 
3 〈 绝 对 连续 函数 是 它 的 导 函 数 的 不 定 积分 ) 可知， 
f(z) =i) + и соаг 
ЇЇЛЕ1' СТЕН, 1 Сс) = руса). 


DOOIES- 


Us) ао ||” romina zl. 
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所 以 ГС дЕ ТЧК. 

[ 注 ] 这 一 结果 表示 绝对 连续 函数 的 定义 中 不 能 将 { (4:， 
61)} 的 两 两 不 相交 的 条 件 去 掉 。 

证 法 二 由 假设 条 件 知 ， 取 s。 = 1， 存 在 6 >0， 使 得 对 于 


Са, Б) 中 的 任意 有 限 个 区 间 (а,,6,) KK=1，2，3，…1。 当 之 


Cb, © a,)<ð, 时 ， 则 
УФ) іса) |<1. 


k-=1 


任何 zx, ,z。 CCa, b], (RIBET <E). "КУРАР ИНДЕ 
BH. А 
(1) z,-z 220 bF, MECT: ,zs] 中 加 入 N 个 等 分 点 : 

Ly =c <c KCL: KCNET 

ó, 7, 


满足 <o L<, М>?, 


则 对 任 一 i (i=1,2,°N) 
[{Сс;)—{Сс;—,)|<1. 
于 是 |f) - fC) 


< | 5) Gle- f(c,_,)) 


1 x 1 
< N =— №, =— z, —- z 
z Misg lz, = al 


2 
< ls =l 


к= 2 6, 取 定 后 ， 它 当然 是 常数 。 
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АШ lC) IC, )|<k|lz,—- 211. 
(2) 当 zs -Zi<do 时 ， 必 有 N( 正 整数 ) 存 在 (N 宇 1) ,使 得 


fe <ô, =N(z, —z <ó, 
Вр N 个 (zx, 一 x1) 小 于 6。， 于 是 
N| f(z) - f(x) 
<1. 
-于 是 |fCG@,)- f(z.)| 
<р! = zl 
=K|z,—z, |, 


综 上 可 知 ，f《z) 满 足 李 普 西 兹 条 件 。 


7。 用 直接 的 方法 证 明 下 述 巴 拿 哈 一 查 列 效 基 定 理 的 特 Sk 
情形 ， 如 果 连 续 的 严格 增加 函数 具有 性 质 (N) 则 此 函数 是 一 绝 
对 连续 函数 ， 

证 现 取 一 正 项 烙 列 9; | о,Н 50, +оо, —д,>0, 

i-i 
任 取 一 两 两 不 相交 的 区 间 组 (ai, bi), (aj, bi.-Cal , 
ы). 
> (bi ~ai) <ô, 


上 一 上 


令 E;= Uci, bi), 


k=l 
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А= П Ов. 


n=] сл 


从 而 тА = іт тв 


= п 


<lim > mE, 


ta = f) Uf) 


n=; i= n" 


由 于 f(z) 具有 性 质 (N)， 所 以 
mf(A)=0 


BB lim ml JAED =0 
所 以 lim mfCB) =0 


由 于 f(z) 是 严格 单调 增 函 数 ，E; 是 由 ni 个 两 两 不 相交 的 区 
间 所 组 成 。 所 以 ， 


Е) = > GOD- fai) 


n 
即 有 lim| S СС-а | -lim mE =o, 


HEARE D fi Е, i>i t} 
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|2 афкоре, 


取 0-6, 
当 任 一 两 两 不 相交 的 区 间 组 满足 


[5м-а|<в м 


就 有 |®‹‹ыр-/1‹а})›|<е, 
所 以 f(z) 是 绝对 连续 的 ， 


8。 设 1(7z) 在 [a，b]J 上 是 连续 的 ， 而 EF 是 如 下 的 这 种 点 的 全 
Ж. 在 E 中 各 点 f(T) 至 少 有 一 个 导出 数 不 是 正 的 。 假 如 E 之 像 不 
包含 任何 线 节 ， 则 帮 z) 为 增加 函数 。 

证 法 一 ”用 反 证 法 。 

车 f(z) 不 是 增加 函数 , 则 必 存 在 两 点 ?1 ,7 ,不 妨 设 rz:<za， 
WEEDS). 下 面 中 心 是 要 证 明 (jz,),f(z1)) 和 C1(E)， 
从 而 引出 矛盾 。 

对 任 一 yo ECC) FE), h FI 是 连续 函数 ， 所 
以 ,至 少 有 一 点 zo。€《z1，7X;) 使 得 f(zo)=yo, 为 了 证 明 
yo Ef(E)， 分 三 种 情况 讨论 。 

С) 在 (zi，zs) 中 只 有 唯一 点 To， 使 得 f(z)=yo。。 且 
ÍLY 之 f(z1)。f(X) -是 (zi，zz) 中 连续 函数 ， 且 只 有 
一 个 零点 zu。 所 以 ， 当 zE(zi，zo) ЈС) - 5,20. ж 
fe) -ус2>20, WEE з,), 02) -2 和 0， 由 函数 连续 性 
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知 ， 在 (zi，z) 间 必 有 z0<z<zo, 使 1Gz1) = yo。 这 与 前 面 的 假 
设 矛 捕 。 所 以 ， 对 一 切 YE (zi，zo) 有 
Í) -Y 2>0, 
Hh, ү 0, 
jxo —-h,)- f(2,) <0 


lim 
ky i =h, 


所 以 ，z 点 至 少 有 一 个 导出 数 不 是 正 的 。 即 
z, EE, Yo =f) € f(E). 
(2) 在 (x,，x,) 中 ， 有 有 限 个 {x;，i=1，2，3，…n;} 使 
得 10:0) =yo， 因 为 只 有 有 限 个 ， 无 妨 假设 ， 
L LEELEE L KE KT. 
于 是 在 G, хуу 2 [ШЖ ФЕН TWE 
F) =9,, 
仿照 情况 (1) 的 证 明 可 知 ，x3 EE， 于 是 y。= fai) СЈО) 
(3) 当 (z1，Zs) 中 有 无 穷 多 个 点 {X64} 使 得 
Íi) = 0. 
Hr, <r <T, 所 以 ， 必 有 于 序列 ，zo-~>zo， 且 zeoELzizz]。 
又 由 f(z) 的 连续 性 知 ， 
lim f(x3) = 0.) 


ГРА 


但 ЈС) = уо 1—0 n Н РГ, 


Ш уб) = 0, 
АШ lim 1025) ~) fz) _ 


буе, Z0 一 Zo 


Вр f(z) 在 z。 有 一 个 导出 数 不 是 正 的 。 所 以 ， 
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z CE, у, =](х„) C€ f(E), 

综 上 所 述 ， 若 f(x) 不 是 增加 函数 ， 必 存 在 区 间 G) 
fGzi))CfCE)， 这 就 与 KE) 不 包含 任何 线 节 的 假设 相 矛 盾 。 故 
f(z) 一 定 是 增加 函数 ， 

证 法 二 ГО) 不 是 增加 函数 ， 即 存在 z1:，7x,， 其 中 
z <z,, WÍ DFE). 

Ë JEDD E) Ва ЕСС), Гб) ФЕ 

4 &,=взир{х|](х)>уь} 

(а) fE) = у. 

KEDY, EER. BIEDRE KTY o KERA: Ж 
1(50)>>y。， 则 由 f(z) BJ E 8 P, A T Elos z,) 使 得 
Кх) =Yos 2,>6,. МЫ, (z|fG)2>u,) ЕЯ 
盾 。 故 1(&,) 只 能 等 于 yo。 

(b) 由 于 f(x,) <y。，f(7) 又 是 连续 函数 ， 则 一 定 存 在 一 
个 小 邻 域 (zs = Âo T), 使 得 一 切 z C€ (%, -0, х,) 都 有 
іб) < 。 由 此 可 知 E <T. BIRTE’ TDAH IEY. 
lim 1.9160) < 0 


所 以 ё, Є E у, = 1(,) С/С). 
但 对 一 切 yo ECG), fGz 00323 ЕЖА, Вр 
CC), 1(х))сС](Е), 
这 与 所 设 发 生 矛 盾 ， 故 jz) 为 一 增加 函数 。 
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9。 如 果 j(x) 在 [e，6] 上 是 连续 的 ， 几 乎 在 [9，b] 上 每 点 ， 
f(z) 之 一 切 导 出 数 都 不 是 负 的 ， 而 f(x) 至 少 有 一 个 导出 数 取 
一 的 点 之 全 体 至 多 是 可 列 的 ， 那 末 f(7) 是 一 增加 函数 。 

证 É 忆 o={(z|fGz) 至 少 有 一 个 导出 数 为 一 co} 

Е, = (х |f(z) 至 少 有 一 个 导出 数 为 负 , 目 XE E,.} 

由 假设 知 ，E。, 是 可 列 集 ，mE,=0， 令 E=E, UE., W 
mE=0， 由 定理 “ 设 E 是 [a， 妇 I 中 任 一 测度 为 零 的 集合 ， ЯЖ 
一 定 存 在 这 样 的 连续 增加 函数 o0(Y)， 使 0'(z) = +o Е ЕЖ 
处 成 立 。” 知 ， 对 任 给 定 的 之 0， 可 构造 函数 ， 

Сх) = f G) + e(c(%) +z), 
DG (x) =DJ(z) +еро(ї) +€, 

34z€[a, b]- (E, UE,) Bh, Df(z)>0, DoG)>0, 
(Коб) 是 连续 增加 函数 .) 

从 而  DG,.G)>0 

3miz€E, 时 ， 由 于 Do(z) = +оо, рј(х) 不 会 为 ~ co, 
所 以 

DG:(z) = Df (£) + eDo (1) + е0, 

& A={Y|G.(z) 至 少 有 一 个 导出 数 不 是 正 的 .} 

则 有 ”ACE。,， 而 EB。 至 多 为 可 列 集 ， 所 以 ，A 至 多 是 可 列 
Ж. 于 是 G.(4) 不 会 包含 任何 线 节 。 根 据 第 8 题 的 结论 知 ， 

G:(z) 是 一 增加 函数 。 

мура}, G.U)>G.(x), Б 

Í (Y) + ёо (уу +y) >] (0) +e a)r), 

由 于 0(7) 是 [a,b] 上 的 连续 增加 函数 ,因此 , 它 必 有 界 , 而 上 
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述 不 等 式 对 任意 给 定 的 220, ERX Wk*"ie-0 Bh EIR 
极限 就 有 ，f(y) 之 f(z)， 
于 是 证 出 了 f(z) 是 [a，6]J 上 的 增 函 数 。 


10。 设 连续 函数 1(x) 的 导数 处 处 存在 ， 且 f'(z) 是 可 和 的 。 
假如 ECIf | = +ce) 至 多 是 可 列 集 ， 则 f(z) 为 绝对 连续 函数 。 

证 设 
F G) 1'(ху<п 
п Fan, 
于 是 ŒK), NAF ORA, BUR, 960) 也 是 可 
和 的 。 


а=) = 1 


G,(z) = f(z) — Foods 


ВЛА ВАГ, Гоа) dz 几乎 处 处 可 导 且 其 导 函 数 
就 是 g,(z)。 所 以 就 有 : 
G,,G)=f'G)- gG) 几乎 处 处 成 立 ， 而 gz) 反 
1 (z)， 故 G4(z) 几 乎 处 处 都 不 是 负 的 .下面 研究 DGv(z) = — co 
的 点 全 体 所 组 成 的 集 、 
对 任 一 数列 hy 0，Cn>+co》 


1 ("+85 
lim+- | 9.(21)ӣх 


то 


<n. 
也 就 是 说 ”了 | oz)dz 到 小 于 mw 因此 ， 
В,= (z 1G,(z) 至 少 有 一 个 导出 数 为 co.]} 
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C (x |С) = +оо) = A 
由 此 可 知 ，B, 至 多 是 一 个 可 列 集 。 由 第 九 题 可 知 : G(x) 是 一 
个 增加 函数 。 当 z € (a, Бун], G,G)2G,(a), М 
f(x) = fa) >| gaz。 
而 9,0) 177 (0) Са, 51, РИК, на ЭСЕ 
ж}, ү 
JG) ~ f (a> lim [осадах = Ja: ‘(x)dz, 


了 G) f'G@)> -nn 


令 ZORE BID араан 


На) = |, Саас f), 
完全 仿照 上 面 证 明 方 法 可 以 得 
JG ау "fr (о) 
从 而 就 有 
iG) а) = | odz 


对 一 切 zG[c， 的 成 立 。 
所 以 ，f(z) 是 绝对 连续 函数 。  ， 


11。 处 处 具有 有 限 导数 的 函数 具有 性 质 (N)。 
证 设 1(z) 在 [e，6b] 上 处 处 可 微 , 且 导 函数 有 限 , 则 要 证 明 
对 任意 eCLao，6J]， 若 ime = 0 必 有 mf(e) =0。 
令 en=eN{z| IEO <и}. 
由 于 f(z) 处 处 具有 有 限 导 数 ， 所 以 ， 
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从 而 Eeo = |] fce), 
e, 又 可 分 解 为 
e= (z ]0<f'G Cn YU ( z |-n<f! (z)<0) 
会 es Је" 


于 是 fe) = ( (fe Ute) 


КЕ mf(e)= 0, 内需 证 明 对 每 个 自然 数 n 有 mf(e’) 
=mJ](et) = 0。 

由 于 mes =0, 所 以 ,对 任 给 定 的 2?>>0， 必 有 开 集 G.(s) 二 e4， 
HMG, <E. 

为 简单 起 见 记 G,=G,CG). 

AHE2608z € „СС, H-T0<f'G)< п, ЖЕР, >0, 
щ0<|һ|<һ, 时 ， 


1(х+%у – f G) 
h 


即 (f С) — (п+1) и) <f(z+h) <) Со) + m+1) |h|, (+) 
其 中 h, 可 取得 充分 小 ， 使 得 (х-һ,, z+h.)CG,, 对 h>0，. 


h<<h。 作 区 间 l 
AG, В) = (JG) - G@+Dh, F(E) + вю) 及 相应 


<n+t+l1, 


区 间 
d(z, h) = (7z-h, с+һус С, 
由 (*) 知 
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f(d(z, YEGE) - @+1)h, ](ху+(и+1)һ) 
= A(z, h). A 
显然 ищ тА(х, h) = lim2 (n+1)h=0. 
WA, ACT, hi) Q AG; №.) = ФВ}, 
(а(х, Һ)) NFCA h,)) = $, 
从 而 | 
dlti, hi) Ndl, h,)=%. 
由 上 述 结 果 可 见 区 间 组 (AG. h)) {К E 他 利 意 义 覆 盖 了 
f(e“)。 而 fCe“) 为 有 界 集 。( 因 为 在 es 上 f(z) 有 和 界 ,) 根 据 维 他 
FER, MACE, h) } 可 选 到 可 列 个 两 两 不 相交 的 区 间 {ACzi， 


h)}， 使 得 m* (fel) - Џас, hi) )=0. 
所 以 ， пет (Оа, п) 
+m’ (fCe’) ~ Uae， һә) 
<т' (Ол, һ) 


<2 У) n+ Dh 


i=1 
= > (п+1)тібт, h) 
fat 


由 (AGi;i, h)) 两 两 不 相交 ， 所 以 ，{d(zi，ja)} 也 是 两 两 不 相 
交 的 。 | 
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从 而 mE (Јас, по). 
又 由 于 4(х, hi) СС, 对 一 切 ;成 立 。 
所 以 (Јас, һсб, 


m ( Ü d» һо)<е, 


从 此 可 见 т" е.) <е(пи+ 1). 
又 由 8 的 任意 性 ， 立 即 得 到 
т*}(е,) = 0. 
同 理 可 证 m*f(e,”) = 0. 
于 是 т" (е) = 0. 
所 以 ， 对 任意 eGFa, b), #me=0, Жтјбе) = 0. ВПС) 
具有 性 质 (N)。 | 


12。 连 续 的 严格 增加 函数 jz) 为 绝对 连续 的 必要 且 充 分 的 
RFE: O= + co 之 点 的 全 体 互 之 像 (Е) 成 一 测度 为 零 
ЮЖ. 

证 必要 性 的 证 明 ， 

由 于 绝对 连续 函数 1(z) 几 乎 处 处 存在 有 限 导数 1 人 (x), 从 而 
易 知 mE =0。 又 因为 绝对 连续 函数 具有 性质 CN)， 所 以 、 
mf(E) = 0, 

充分 性 的 证 明 ， 

先 证 f(z) 具有 人 性质 (N)。 即 要 证 明 对 任意 ecla, bl, # 
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me=0， 则 mf(e) = 0, 
B er={z|j(7x) 至 少 有 一 个 导出 数 小 于 n}) Пе, 
(n=1, 2, +) 
e, = (z|f!(z)= +оо} Пе 
eCe, Wkme,=0. H. 
fC0) = U f€, 
由 假设 可 知 ，mf(eo。) = 0. 
由 定理 (车 (7?) 是 在 [9，48] 上 所 定义 的 严格 增加 函数 ， 对 
于 ECrc， 妇 中 每 一 点 Z， 至 少 有 一 个 如 下 导出 数 Df(z)<p 
(0<p< + оо), Шт"[(Еу<рт”Е), HE ARA, # F 


ЖЭ Жм: m°*fCe,)<nm'` Ce,) = 0 
所 以 mf(e,) = 0. 


于 是 D> mf, =0- 
而 0<mf(e)< D mice) = 0. 


Вр т}(е) =0. 
所 以 ，f(z) 具 有 性 质 (N)。 由 定理 GE) 为 连续 有 界 变 差 函数 
且 具 有 性 质 (N)， 则 fxz) 是 一 绝对 连续 函数 ) 知 ，fCz)? 是 绝对 连 
ZAA 〈 因 f(z) 是 连续 严格 增加 函数 ， 所 以 fj(z) 为 连续 有 界 变 
差 函 数 .) 


• 273 • 


13。 连 续 的 严格 增加 函数 j(z) 之 反 函 数 成 为 绝对 连续 函数 

的 必要 且 充 分 的 条 件 是 
mE(f’ = 0) = 0, 

证 必要 性 的 证 明 ， і 

由 于 严格 增加 的 连续 函数 j(z) 存 在 唯一 的 连续 严格 增加 的 
FERRIT (a). 

4 e=E(f'(1)=0), RRE me = 0。 

而 0<m*°fCe) <0+*m* (е) = 0 

所 以 mjf<e) = 0. 

又 由 :是 绝对 连续 函数 ， 

所 以 具有 人 性质 (N). 

BWA т(71‹](е))=0 

也 即 me=0。 

充分 性 的 证 明 ， 

由 数学 分 析 中 定理 可 知 ， 当 2 = 了 (zi7 时 ， 此 jz) 的 反 函 
数 广 !(z) 在 yo 的 导数 存在 且 等 于 ， 


ў) = PEF 
所 以 EG’ (Cz)=0)=f1(E,) 
E,={y'(f С0))' = +оо} 
而 0= тЕ(ј (х) = 0) = тј-:(Е,). 
ЕВГ А, T С АНЕ АЕК. 


14. Х##—} ИЕН; ЕС), ga) 都 是 绝对 连续 函数 ， 但 
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F(g(z)) 不 是 绝对 连续 函数 。 
解 设 Ра) = 内 yE[-1, 1] 


25+ cos? 7. ©Є(0, 1] 
g(z) = е 
0 х= 0 


recos r€(0, 11 
Е(9(х)) = | = 


0 z=0 
РЁ z ,cos 二 在 [0，1] 中 全 变 差 为 + co， 所 以 它 不 是 绝对 


连续 的 ， 即 F(9(z)) 不 绝对 连续 。 


处 存在 . 
当 -1<z<0 时 ， 


. ў adi s -2 j 1 
Í (Way [у йу=х* +1 
= Р(х) -Е(-1) 0 < z < 1 B$, 
x 0 т 
[rana =|" Pr eWay + [Fr anay 
= Ë -1 0 
=—(-1)#+х%®=хт®%®+1 
=F(xz)-F(-1) 
所 以 Fo) =1+ |7 Fendy 


Ж F(y) 是 y 的 绝对 连续 函数 。 
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zacoss 工 xzE(0，1] 
g(z) = Е 
0 r=0 
g/(0)=lim zzcoss 工 = 0 
2-0 x 


x : л л 
g’ (х) = 30° ecos? — + 3253 • іп! • =b, cos2— 
z ® Ж x 


三 :322 .cos3 工 +35 sin1 工 。 cos: 工 。 
х x xr 
所 以 |9/(х)|<6 
gG) 满足 李 普 西 效 条 件 ， 所 以 是 绝对 连续 函数 ， 
15。f《z) 是 [a，6J] 上 绝对 连续 函数 的 充分 且 必 要 的 条 件 是 
V (1 是 绝对 连续 函数 。 


证 必要 性 的 证 明 ， 
由 于 J(z) 是 绝对 连续 函数 ， 所 以 ， 它 的 全 变 差 函 数 


М = [Ir alas, 


Т" 


函数 ， 
充分 性 的 证 明 ， 


由 V (让 是 绝对 连续 函数 ， 对 任 给 定 的 se 之 0， 必 有 0 之 0， 
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当 两 两 不 相交 的 区 间 组 {(a:，64)} 的 总 长 度 D (b -a ,)<óB, 
(М-М) |<, 
即 有 |> V |<, 


bk 
但 |/(b,)-J(a)1l< V (p, 


所 以 


SID- као |= SIOD- 16а0)1<е 
由 此 得 知 ，f(7x) 是 绝对 连续 函数 。 


16。 设 (x) 为 (A4，B) 上 的 是 函数 ， 即 对 任意 7?，y EC(4,B) 

R0<4<1, # š 
FAL + (1-4) <А 02) + (1 ~ 43/09), 

则 f(z) 为 (4，B) 中 任 一 闭 子 区 间 上 的 绝对 连续 函数 。 

证 只 要 证 对 任 一 区 间 [a,，b]CCA4，B)，f(2x) 在 [a, bJ E 
满足 李 普 西北 条 件 。 

首先 证 明 在 任 一 含 于 (4，B) 的 闭 区 间 上 ，f(z) 都 是 有 
RH. 

设 Га, b]C(A, B) 

令 M=max{f(a), f(b)}, 
对 任 一 点 ?=aQ+ (1~- 人 bELa, b] 
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}/@)< + (1 - AJO) 

<АМ+(1-4)М=М, 

БЕЙ, Ма Го, БЕ ЕЙ. 
对 任 -- z€ ta, 5 又 可 写成 + i sz, 


b b b 
ан) 0-е) 


于 是 Í so) l(te +) 
+(1--1) (2+ - t). 


(e> (ey (аз) 


>2f( 2) - 


即 对 一 切 z€[a, bI 
m<fG)<M 

ЖАЛЙЕНЗ Y f GG) (А, ВУ {ЕЕ —И ЖН РВ Ж. 

Hia, b]C (A, B), WVA һ„;>0, Ea -h Ь+һ,]С 
(4，B)。 由 上 可 知 f(z) EK Cah bth EAF, EF 
т ЖМ’. 

Жет, уЄГа, Еи 

| 令 z=y+ 


-М=т, 


(Yy - 1), 


"= -可 


| 一 2 
һ,+|у-—х|° 
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则 2Є[а-һ„, b+h,1. 
y=Az+ (1 -Nz 
fy) EA) + (1 —5)](т) 
= АСР) ~ f(z>) + ](х). а 
PÆ If- РС) |А Рб) ~ СО) | АСМ" —- m) 
<il —т/у=К|у-т|, 
ho 


其 中 天 = М ыш, изиж. ТУС Га, bIh 


满足 李 普 西 效 条 件 ， 必 为 [Ca，6] 上 的 绝对 连续 函数 ， 


17. BIDEL, Ь] ЕГ, Д8 еро, 020, F 
在 [ae，bl 上 的 绝对 连续 函数 pCz)， mE] f- Ф| 20) <е, 
B3⁄|f/G21<M, Ш|ф(х)|<М, 

证 因为 f(x) 在 [4a, .bl3 上 可 测 ， 由 改进 形式 的 波 雷 尔 定理 
Врт, ЖЕЙДЕ 2220, 020 存在 Га, bJ 上 的 多 项 式 函 数 
р(х), #Ë 48 тЕ{|] (ху-р(х)|:>д}<е; Н. ЈЕ | pG) |< 
вир|/(т)| #1760) 1<М, |р(х)|<М, 

因为 p(x) 是 多 项 式 函 数 ， 根 据 绝对 连续 函数 运算 性 质 及 y 
=Z 是 绝对 连续 函数 ， 易 知 : p€) 是 一 绝对 连续 函数 ， 取 pC7) 
=p(z) 即 可 。 


18。 设 1(z) EL[a，bj， 则 对 任 给 定 ”>0， 存在 绝对 连续 
函数 wp(z)， 使 得 
[сао есд аса, 
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证 根据 第 五 章 习题 19 知 ， 对 卫 > 0 必 有 [a，b] 区 间 上 的 
连续 函数 g(x) 满 足 ， 
|, |fG) — дб) |de < L 
b 2 


由 于 g(x) 在 [a，b] 上 连续 ， 所 以 有 界 ，1g(x)| 之 M。 


令 ô=, KNEA: FEL, bLA _. 


2(b-— a+ 2M) 
连续 函数 pCz) 满 足 
тЕ{|д(®)- е(а)|>6}<%, Ң|еб)|<М, 
WA |9(х)-е(х)|<2М. 
е=Е{|902) –- ф(0) |20). 
на | 19-еФ|®= | (а-ә а flg-vlar 


Га, ble 


=<ó(b-— а) +2Mme 


1 n 
< = 7.0.0 8 n RERE л E 
<ô(b -= a) + 2M = aTM 2 


= ó[b— a+2M] =Z. 


于 是 |f-g9ldz <| ili-glar+ | lo-9lar 


ж. Иер. КЕ 
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